IN PHU

R
\

NGUYEN 1

4

A

KHONG

GIAN
Mét A

Lop Muwoi




KHONG-GIAN
Lo’p Bc~N111 A




LO'I NOI PAU

T RUOC DAY, hai lép Dg-nhi A (Khoa-hoc Thure-
nghiém) va Dé¢-nhi B (Khoa-hoc T odn) cung theo mt chwong-
trinh Hinh-hoc Khong-gian, chi khdc nhau & mgt didu la cdc
bai tdp cho ban A nhe ho'n ban B.

Theo tinh-thén chwong-trinh méi, mén Todn ciia lep Dé
nhi A nghiéng hdn vé Dai-s6 v Luwong-gide. Phdn Hinh-hoc
khéng-gian van con ; nhung néu doc kj chwong-trinh, ai ciing
nhdn thdy ngay dé la chwong-trinh Hinh-hoc cia Pé-nhi C
khi truwéc,

Dugc may-mdn theo roi cdc cugc thdo-ludn trong viéc sira
doi chwong-trink va cé trdch-nhi¢m gidng day & nhiéu l6p Dé
nhi A, B, C trong nhitng ndm gdn ddy, ching téi d@ so-sdnh
ky-lwéng nhitng khuynh-hwéng ciia chwong-trinh va trinh-dg
ciia hoc-sinh ba ban A, B, C, Vi thé, khi sogn cubn sdch nay
cho 16p Dé-nhi A, chiing t6i theo nhitng y-kién chinh sau déy :

I. Phan-phéi chirong-trinh thanh 19 bai, bai ngin
thi gidng trong | gi%r, bai dai thi giang trong 2 gid.

2. Lwoc bét nhitng ché phy-thudc, chi nhin manh
vao cic diem chinh,

3. Dit mdt s8 bii tip vira phii va twong-d8i dé ;
tuy-nhién, khong coi trinh-d¢ vé Hinh-hoc ctia -
hoc-sinh P¢-nhj A (mé&i) nhw Bé-nhj C (cii),




Cha-trong dén phép tinh nhiéu phin ndo bayt‘p
4y d8 hoc-sinh trng-dung nhitng ditu d3 hoc
Dai-s6 va Lwong-gise (ching t6i 43 cho in
cubn Dai-s-hoc d€ theo dudi i uc-dich iy).

Chiing t6i hy-vong réng sy cb-ging ciia chiing t6i sé
bét duge thivi-gir chép bai cia cdc em hoc-sink trong lép a
mong réng long yéu mén ciia cic déng-nghiép va dgc-gid sé thd-
hign béng nhitng i phé-binh quy-bdu ma ching toi xin chine
thanh cdm-ta truée. ;
N. V. P.




CHUONG-TRINH
Hinh-hoc khéng-gian

PE-NHI KHOA-HOC THU C-NGHIEM

M3t phing va dudng thing, Céch xécdinh ; vitri #i.d6i. Nhirng duéng

thing v& m3t phéng songsong. Duong thing va m3t phing vuéng
gbc. Dogn thing gbc va doan xién phétxust tir mot diém téi mét mat
phéng.

Géc nhidién ; mst phing vuéng gbc.

Binh-nghia mét géc tam.-dién,

il— Phép chigu thing viao mét m3t phéng : hinh chi€u clia mét diém, ciia
mt dogn thing, clia mdt durdrng thing.
Géc ‘chha mét dirgng thing v& mdt mst phing.

BDinh-nghia phép d&ixirng qua mét dudng thing, qua mét diém hay
qua mét mst phing. Dinh-nghia tryc, tdm hay mat phing d6ixirng clia
mét hinh,

ill.— Dinh.nghia kh&i binh-hanh (hinh hép xién), hinh lang.truy, hinh thip,
thétich cia khdi chir-nht (hinh hép chir-nhat).

Céng.thirc (khéng hoc céch chirng.minh) dé tinh thé.tich ciia hinh lang.
try, thétich chia hinh thép,

Dign-tich xung-quanh clia hinh lang-try thing va ciia hinh thép
déu.dén.

IV.— Binh-nghia mét mst try va mgt mét nén cb durdng chudn tron. Hinh
try va hinh nén tron xoay.

Céng-thirc dé tinh dign-tich xung.quanh cia hinh tn; véa clia hinh
nén tron xoay (khéng chérng-minh).

Céng-thirc dé tinh thétich ciia hinh try va cia hinh nén trén xoay
(khéng chirng-minh).

V.— Hinh cdu, sy trong.giao v&i mét dudng tﬁéng- Tiép-tuyén ctia hinh
csu, Thiét-dién phing, mit phéng tiép-xtic. Cach dinh mat hinh ciu.

: BDinh-nghia hinh try va hinh nén ngogi-tiép véi mét hinh ciu, Céng
thirc d tinh dién-tich va thé-tich hinh ciu (khbng chﬁ-ng‘minb)

Trich « Chuwong-trinh Trung,hpc »
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Puwong thing va mit phing

1. PALCUONG,

1. 1. DUONG THANG VA MAT PHANG,

a) Mot pod ddy cing thing 1A hlnh dnh ctia mdt dudng thdng, Ta
congenhdn thng ¢ qua had dilém, ¢d6 modt duwdng thing vi ehl mot thol,

Mot duwdrng thing khong c6 bé diy nhung dAl vd-han.

MOt dwdng thing c6 thE (rapt vi quay teén chinh né,

b) Mot mit nwde thodng yénling 1d Alnhs (i el
dnh ctia mot mit phdng. Ta cong-nhdn ting :
khi mOt duwdrng thing ¢6 hal além & trong mot
mit phing thl né hodn-todn & trong mit no,

Mot mit phing cb the trwpt vh xoay trén
chinh né. Hinh 1

Miit phing khong ¢6 bé diy nhung rdng vo-ciing,

Mot mijt phing “duge biu-dién bing mot hinh chit-nhjt, Né
rdng vo-cing nhung ta chi vE cé thé, Nhin nghléng, hinh ch{t-nhqt
thanh hinh binh-hanh.

1.2 VI.TRI CUA MOT DUONG THANG DOI vO'It MOT MAT PHANG.

a) Ta dd nél: néu mdt dudng thing cb hai di8m & trong mot
mit phing thi né hodn-todn & trong mijt dé,

b) Khi mdt dudng thing chl cd mpt didm chung ddc nhit vl mot
mijt phing, ta nél rAng né cdt mit phing hay né6 xupén qua mjt phing,
vh mit phing dé cit dwdng thing 1Am hal nia, mbi nika & mot bén
ctia mit phing.




¢) Mot mit phing chia khéng-gian 13m hai mta khong-gian, Né’uﬁ o
ldy mot dim A & bén no, mdt ditm B & bén kia roi a8i AB thi dudng
thing AB xuyén qua mit phing tai mot diém v chi mot théi,

d) Khi mét du'é'ng: thing va modt mit phing khdéng cb ditm nio
ching (du kéo dai baonhiéu ching nira) ta néi ring dwdnag thing song-
song v&i mit phing, 3

2. CACH BIHH MOT MAT PHANG.

U

1. 3. CONG.LY.

e

Ta cong-nhdn diéu sau’ day : W
« Qua ba di€m A, B, C khéong thing bang, ¢6 modt mit phéng ».

Khi cho AB c8-dinh, C lru-déng thi mdi vi-tri cia C cho ta mét
ER mit phing. Vay qua hai di8m A, B, ¢ vé-sd mit phing.

1. 4. DINH.LY.

Qua ba di¢m khong thing hang, 6 mot mat phing va chi
mét thoi.

Ta hiy chirng-minh ring néu hai mit phing
P vaQ c6 badi®m chung A, B, C khong  théng
hang thi ching tring nhau (A, 2).

Méi duwong thing AB va AC c6 hai didm &
trén P nén hodn-todn n¥m trong P. Vi Iy.do ek 20
twong-tw, AB va AC ciing nim trong Q. Liy mét ditm M & trong
- P16i k& mét dwong thing dung trong P vacit AB, AC Bn-lwot & D
VAE. Vi AB, AC dyng trong Q nén hai diém D, E ciing & trén Q.
- Do d6 dudng thing DE va M cing & trén Q, ST .
 Bétci digm M n3o cfa P cling & trén Q, tirc 13 D, Q tring véi

nhas. N6i khic di, ba didm khong thing hing dinh dizge ptnd
v chi mot thsi, Pl i ﬂtmﬁt ohag

"8 VA mét di¥m & ngoai, c6 mdt mat




Coi mot dim C & ngodl dwing thing
D (h 3). L&y hal ditm A, B trén D, Ba

£ e dikm A, B, C khéng thing hang dinh dwee
- AN mot mijt phing dgc-nhdt P. P dyng digm C °
Hinh 3 va dudng thing D, 1

1. 6. HELUAN 9.

Qua hal dworng thiing déng~quil ¢d mdt mit phﬁng vt echl mot

thof,

Goi ditm chung 12 A, Wy mot di¥m B teén
dwong thing thi nhit, mdt ditm C teén dwong

W
thing thir nhi, r81 chirng-minh twong-ty nhw
teén (h, 4).
Nhitng didu hoe trén ta cho ta ba cdch sau Hinh 4
nay d& dinh mpt mt phdng : D, ‘
Ta dinh mt mit phiing biing ; "““

— Ba di¥m khong thiing hang.

Mot dwdng thdng va mdt dibm &
ngodl dwdng dé,

~ Hal dwdng thiing déng-~qul.
Hinh 5

Chi.¢. Néu hai dwdng thing khong cing ‘
& trén mot mit phing,tanéi ring ching 1A hai dudng thdng bit-ky (h. 5). 4

3. SU TUONG-GIAO CUA HAlI MAT PHANG.

1. 7. DINHLY.

Khi hal miit phiing phan-bigt c6 mdt dim chung A thi ching c6 4
mdt dwdng thdng chung di qua A, Dwdng thiing dé dwee gol I
glno-tuy¥n hay dwdng twong-glao elin hal mit phiing,

Xét hal mit phing P, Q khéc nhau. Gli-str ching cb mot dit,m A
chung, Ta hiy chirng-minh rﬁng'
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1. Hai mat phang P, Q c6 mét dwdng thing chung.

Trén mat phing Q, ta ké hai duwdng thing
khong dic-sic xAy, ¥’Ay’ (h. ). Giid-s& hai
dirong thiang d6 khong dirng trong P. Nhir the
méi dudng bi P chia I3 hai a2, moi nd
& mot bén P. Gid-str Ax, Ax’ cing & v
bén. Liy trén Ax modt didm khéng dic-sic I
BBy tréen Ay’ mét ditm khéng dic-sic N,
MN; MN xuyén qua P tai mét didm B khic A. Hinh 6
Vi hai diém A, B & trén P v cianc n Q nén duwong thing AB vira
& trén P, vira & trén Q. Néi khic &, duong thing AB 1a duong thing
chung cho P vi Q,

2. Ngoai duong thing AB ra. hai mat P, Q khéng con diém nao
chung nira.

Thit viy, néu hai mit phing P vA Q cdn cb didm chung thir ba
nta (g0i A C) ¢ ngoai dirong thing AB thi ching tring nhau, vi ba
diém A, B, C khéng thing hing chi dinh dwoc mét mit phing thai.
Ditu d6 trai véi gia-thiét, vi gii-thi&t cho P, Q 1a hai mjt phing phan-
biét, B6-bugc ta phii nhan ring P, Q khong con ditm ndo chung nira,

1.8. LO1 DAN.

Muén cht’rng-minh ring ba didm hay nhiduy ditm thing hing vé&i

nhay, ta c§ the chirng-minh ring ching 13 nhitng didm chung cfia hai
- mit phing phan-bigt, :

4. CACH PHAT-SINH MAT PHANG.
1.9. CACH THU NHAT.

Coi hai dwong thing D, va D, dong-qui
¢ A. Khi mgt duong thing D liru-déng
nhung dya vio D; vaA D, tai haj di®m khic
nhau thi ng phit-sinh ra mat phing P, 13 mit

— dinh b&q Dy va D2.~ Néi khic di, quy-tich ciq
Hinh 7 D la mgt phing P (h, 7), &

iy s



1. 10. CACH THU NHI.

Coi mdt dudng thing D va mét ditm A
¢ ngoai. Khi mét dwong thing Ax lru-déng
nhwng dua vao D thi né phit-sinh ra mijt
¢ P, 1a mit dinh bdi D va A, Néi khic di.
qui-tich cia Ax la mdt phdng P (h. 8). Hinh 8

Sau ndy, ta cdn hoc thém vii cich phéat-sinh mit phing nira.

5. HINH THONG-DUNG.
TAN},DIEN.

Tam-dién hay gdc tam-dién hay géc ba mdt 13 hinh hop b&i ba nira
durong thing phit-xuft tir mét diem, khéng cing nim trong moét mit
phing, d6i mét 12 1am thanh mét géc 16i. '

Trong tam-dién Oxyz: O goi 1a dinh; Ox, Oy, Oz goi 12 ba canh;
,‘r.Cﬁ;j.*. }TOZ, z/ax goi 12 ba mdt.

NZu ba mit déu 13 géc vubng ci thi ta c6 mét tam-dién ba
géc vubng. :
1. 12. TU.DIEN.

Tir-dién hay kh#i bon mdt 12 mét hinh thip diy tam-gidic ma ta

di gip & 1op duéi (h. 9). p ‘
Néu bén mit clia tir-dién 13 bén tam-gidc déu thi ta c6 médt

tir-dién deéu.

1. 13. HINH CAU. :
Hinh ciu 12 quy-tich nhirng di¢m & trong khdng-gian cich déu mot

ditm c3-dinh, goi 12 tdm.

A6

Hinh 9
Ta cb6 the coi hinh ciu 12 mét hinh tron xoay gy bdi mét vong tron
khi né quay quanh mdt dudng kinh (h. 9).

.

3 P ™ e
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BAI TAP |
L. 1. Cho mot tam-gisc ABC vs mot m3i phéng P khong chita A, B, C. Gid.sir AB,
“thing hang véi nhau.
1. 2. Cho mét doan AB ¢ ngosi mét mit phing P. Goi S I3 mot diém lvu-dong
trong' khéng-gian. Gid-str $A, S8 c3t P i3i C, D theo thi-ty. Ching 16 ring
thwong thueong dwong thing CD di gua mét Jiém cé-dinh.
1, 3. Cho mpt tam-gisc ABC, m¢t mit phdng P e¢6-dinh. Goi S I mét diém luu-dgng.
trong khong-gian. Cid.si- SA, S8, SC c3t P tai A, B, C” theo thi-ty. Ching-té

réng méi duong théng A‘B’, BC, C’A’ thucrng-thudng di qua mét diém eb-dinh. -

1. 4. Hay vé mét dvong thing di qua mét diém O

cho s8n va c3t hai duéng théng
“bét-ky D1, Do cho sn. !

Hsy vé mét duong thing cdt ba dwéng thing bst-ky Dy, Ds, D3 cho sén.

1. 5. Trong mét mst phing P, cho hai duong thing Ox, Oy. Mat dworng thing D c3t
P tai M. Goi [ I5 mét diem lru-déng cda D, Hay vé giao-tuyén cia hai mat phing
{, Ox) va (I, Oy). Ching-16 réng giao-tuyén dé ndm trén mot mgt phing t_:6'—a‘inh.

1. 6. Cho hai dwong thang cé-dinh Ox,
hai diém cé.dinh & ngodi P, Q I3
cit Ox, Oy l5n-luot & £ F, :
1. Chéng-t3 rang, EF di qua mét digém cé-dinh.
2. EN cit kM tai D. Quy-tich cta diém D. .

Oy & trong mot phang P. Goi M, N [3
mot mat-phang lvu-déng, chéa M via N, Q-

1. 7. Cho mot hinh té-dign SABC, Goi D, E, F I trung-digm cia AB, BC; SA,

1. Vé giao-tuyén SH ol ha! mst SDC, SAE v3 giao-tuyén

; Gl cﬁal hai  mzt
“SDC, BFc,

. 2. H ném trong mgt ABC, | nsm trong mgt SAB ; HS ¢6 cst CI khéng ? Néu cd,

: ong-song véi SC. riné 1@5 g—’;
L 8. Cho mét hink te-dign ABCD, Léy mpt digm F

/Cié’rsé' EF khéng song-song véi BC, .
1

it /

goi _giao—c?iém 5 O. Ching-minh rang IH s

trén AB; E trén AC; G trén BD,

Tim giao-tuyén cda haj mét phdng EFC v3 BCD.,

: Tim giao-digm cia AD v CD véi mst phing EFG,

i 9. Cho mt hink ti-dién ABCD.‘Ch&ng-tJ-réng nhitng m3t phdng dink béi D va méi
% ./nuny‘tdy?'n (luy_mJi duéng cao, hay méi ]

B r.thi 'a‘é?ng-q‘ui, nghia [3 _n/n?pg- mit phing d6 o6 met duwdng thing chung.

BC, CA c3t mst P tai D), E, F theo thi-ty. Ching-mink réng ba diém D, E, F. '

dvdng phén-gigc ‘trong clh'tam—gi‘c A
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1. 10. Cho hai tam-gisc ABC, A’B’C’ theo thi-ty & trong hai mgt phéng P, Q
ma giao-tuyén 15 A. Gis-s- BC cst B'C’ & o; AC cit AC’ & B; AB cit
A’'B ¢ 7.
1. Cé thé néi gi vé ba diém &, 8, ¥ ?
2. Ching-t6 ring AA?, BB’ cing & trong mét mit phdng va thud'ng cét nhau.
3. Ching-t6 rsng AA’, BB, CC’ thwé'ng dong-qui.
TOAN
Cho mét géc tam-dién Oxyz. Trén Ox, nguwdi ta 18y hai diém
A, A’. Trén Oy, nguwdi ta 1&y hai di¥m B, B'. Trén Oz, ngwdi ta iy
hai di¢m C, C’. y i
1. Chirng-td riing BC va B'C’ thwdng cit nhau tai mot diem o
CA va C'A’ thwdng cdt nhau tai mdt dism g; AB va A’B’ thwong et
nhau tai mot digm ¢.

2. Chirng-td ring «; @, v l1a ba diém théng hang.

: BAI GIAI
1. Sw trong.giao ciia BC va B’C’.
Hai dwing thing BC va B'C’ cung & trong mit phing yOz, Vi
thg, thirorng thwing ching cit nhau tai mét di®m o«. Pic-biét, ching cé
.the song-song v&i nhau. Wi
[Diing dinh-ly Thalés d3 hoc & 16p le}
Pé-Tam thi ta biét rang: didu-kién dt cé
va du && BC song-song v&i B'C' 1a :
v _oc ]
OB: = 0G!
Ly-luin twong-tw, ta biét ring CA
va C’A’ thudng cit nhau tai mét diém g;
AB va A’'B’ thuwong cit nhau tai mot
dig¢m 7.

9. Sy thing hang %6,7. v
Ta coi hai mit phing phan-biét (ABC) va (A’B'C’).
»

Pudng thing BC c6 hai ditm. B, C & trén mit (ABC) nén ada
~ hoan-toan & trén mit d6. « 13 mot didm clia dudng thing BC nén a

thuéc vao mit (ABC). ¥




 Nhw thé, « B mdt didm chung cia hat mit phing phan-uet
: (ABC) v (A'B'CY).

Tuong-ty, 8 va v ciing 13 nhitng ditm chung ctta hai mit &6,

Ba di¥m «, 8, ¥ cing & trén giao-tuyén ciia hai mit phing pblnh
biét ; do &8, ching thing hing véi nhau.




Pwong thing song-song

9. 1. D|NH-NGHIA.

Hai dwdong thidng dwoe goi 1a song-song khi ching cung & trong
mot mat phiing va khong ¢6 di®fm nao chung.

Nho dinh-nghia d6, ta bidt ring hai dwdng thing song-song cb
thd dinh dwoc mét mit phing. DS 1A cdch thi tw d& dinh mét mit
phing ngodi ba cich di néi & bai s6 1.

9.9. VETRI Ti.DOI CUA HAI DUO'NG THANG TRONG KHONG.GIAN.
Hai duwong thing trong khong-gian o6 th® c6 mét trong nhing vi-
tri ti-d6i sau ¢
— Bit-ky (tiec la khéng cing & trong mit mdt phdng).
— Cit nhau — Song-song v&i nhau — Trang nhau.

Hai dwong thing trong mdt phdng cé the : hodc cit nhau, hodc song-k
song véi nhau, hojc trang nhau.

2. 3. DIHH.LY.

Tir mdt di¥m I&y & ngodi mdt dwdng thdng, cb th¥ ké mot
dwdng théng song-song véi dwong dé va chi mot théi.

Pidm O vi duwdng thing D dinh dwoc mit
phing P. Trong P, tir O ta c6 th ké moét dwdng -
thing song-song véi D va theo dinh-d8 Euclide,
ta chi ké duwoc mot théi. Hinh 11

- Trong thyrc-hanh, ta cin nhé ring: O va D & trong P, n&u tir o,
ta ké D’ song-song vé1 D thi D' hodn-toan ndm trong P.

9. 4. DINH.LY,

C6 hai dwdng thdng song-song, mat phﬁng ndo cit dwdng no
thi ciit ed dwdng Kkia,
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Gid-stv hai dwong thing Dy, D, song-song v&i nhau va m3t p!
P cit Dy & A Ta phdi chirng-minh ring !
PcitDy. Dy va D, dinh dwoc mot mit
phing Q, khic P. P, Q ¢6 dftm A chung,
nén b giao-tuyén Ax : Ax & trong P, Ax
ciing & trong Q. Theo mot dinh-Iy & hink /
hoc phing, tng-dung vio mit phing Q,
Ax di catDy phai cit ¢ D, tai mot didm
B, B¢ 1a diem chung ctia D, va P,

D, vaP khong con didm chung nio nita vi: Néu D, vi P obn
mét ditm chung thir nhi, thi Dy nim trong P, Nhu thé, P, Q tring
nhau va Dy cling n¥m trong P, ditu d6 trii véi gia-thiét.

2. 5. BINH.LY.

Hai dwong thing eling song-song véi mdt dwdng thie ba th

song-song vé'i nhau,
Gid-str hai duon
thing D3.

g thing D; va D, cing song-song véi dwé’q

a) Ta hay chirng-minh rdng D; va D, cung &*

j _ trén mot mit phing. Ta 4y mét di2m O & trén D,
lp,  SeiP Lmit dink b3i D, va O, Néw P ot D, dhi
cit luén Dy (2. 4.), Cit Dy thi P cit lusn Dy P

chira D; déng-thyi cit Dy. Vo-ly | Vay P phii
chéra D,, : o

e B hay chiin
L : - €6 di&m chung, NéuD, va D 6 mét di
- thi tir M, ta cé/:thérké haij duwong song-song véri 2]‘)’ Va :
L D, vipg._khang‘thé c6 ditm chung, . .

 Tém i, D, viDz cin 6t mist o} ‘ |
Btk Thesl aras gt 08 TOUR mBtimds ohass oaisat (o
éj-m-?g' Theo dlnh"'?ghﬁ_’ ‘ching song‘,-Song'vé'iPnhaug . kh'éng o




Coi hai dirdng thing song-song Dy, Da.

Gia-stt mit phing P chira Dy, mit
phing Q chira Dy ; P vd Q cdt nhau theo
duwdng A (k. 14).

Ta hiy chirng-minh ring A song-song
vél Dy (hodc Dy),

Liy mdt di®m O trén A, r6i k& Ox song-
song v&i Dy ; nhw thé, Ox cling song-song - Hinh- 14
v6i Dy (2.5.). O & trén P, Ox song-song v&i Dy nén Ox & trén P. O &
trén Q, Ox song-song véi Dy nén Ox & trén Q, Do d6 Ox 13 duwdng
thing chung cho P va Q. Ox ching qua 13 glao-tuyén A viy.

BAI TAP

2, 1. Cho hai dvdng thing Dy, Dy va hai dwcng thdng bét-ky D3, Ds. Hay vé mét
dirdrng thdng gdp cd bén dvong dé.

2, 2, Cho hai dvorng thing D1, Dy va mét diém O. C6 thd ndi gi v& giso-tuyén cta
hai mit phdng (O, D1) va (O, Da) ? C6 vige gi xdy ra khi Dy, Do ang-qm
ho¥c song-song ?

2, 8. C6 hai dvong thing D1, Dy bét-ky, cd the ndo.vé dwoe hai dwdng thing Dy,
D4 song song nhau va dya vao Dy, Dy khéng ?

2. 4, Cho mét hinh té-dign ABCD. Theo thi-ty, goi trung-didm cta AB, BC, CD ;
DA, AC, BD I3 M, N, P, Q, R, S.
1, MNPQ I3 hinh gi ? Dwdng chéo ra sao?
2. RQSN I3 hinh g? ? Dudng chéo ra sao ?
Két-lugn gi v& ba doan MP, NQ, RS ?
Phét-bidu mpt tinh-céch cva hinh té-dign.




Géc ctia hai dwong thing

3. 1. DINH.LY.

Hai gée eé nhirng canh song-song cung chidu thi biing nhau.

Gid-str hai géc xOyp va ulv ¢§ canh Ox 13 Tz song-song ciung chidy,
canh Oy va It song-song cing chidu. :
Trén Ox; Iy, ta Bn-lwot liy OA =B,
Trén Oy, Iv,ta lin-lwot ldy OC = ID,
 Ttr-gidc OIBA 13 mot hinh binh-hanh
(hai canh &8i OA, IO song-song vi bing:
nhau). Suy ra AB song-song vi bing OI;

twong-ty, CD song-song va bing OL Suy
ra: AB song-song vi bing CD.

Hiah 15

‘Do 46, ABDC 13 mét hinh binh-hinh vi AC — BD.
Hai tam-gidc OAC, IBD bing nhau theo trwrdmg-hop thé ba,

st N
Suy ra  xOy — ulp.

3. 9. HE.LUAN 1.
Hai gée 6 nhirng canh song-song trai chisu, thi biing nhau.

3.3. HELUAN Q.

‘Hai gée eé nhirng canh song-song, mdt déi eun ehf!u mot
ddi trai chigu thi bu nhau, ; i : e :

3.4 DINH.NGHIA.

"‘.;.'\_15 Gg_ie\:él'q;i hai dwdng théng trong ‘khbng. an 1A mot tron
bn gée ho'p bi hal dwdng thing lan-moi-f-‘:aoi?é'--asq:.vé,:a.&nu’f
- g:t-:uﬁtt& mot di¥m khong die-sde (Nuwgdi ta thwdng chon
g6e nhon;, ‘ AU
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Col hal dwdng bit-ky Dy, Dy, Liy mot diém O ndo dé rdi tir O
ké Ay, Ay song-song véi Dy, Dy theo thir-ty (h. 16).

Gée « hay goc g goi 1a gée clia Dy, Dy, Ta thudng chon gée nhona, »

Néu O xe-dich ra chd khic, thi trj-s8 cla / ,
o khong 481 (theo dinh-ly trén). // Dy '
2. Hal dwd'ng thiing dwee goi 1A tryr o 0 ,
gino khi gée edia chung Ia gée vudng, =52 X A
Hai dwdng théing dwgre goi 1a thiing G : &
khi chiing edt nhau thanh gée vudng. D,
3. 5. DINH.LY. Hinh 16
' N

C6 hal dwdrng théing song-song, dwdng thdng ' ndo trwe-giao
v&l dwdng thie nhéit thi eang trwre-glao vél dwd'ng thir nhi,

x Gid-str Dy va Dy song-song va Dy trirc-giao
véi Dy. Ta phdl chirng-minh ring Dy tryc-giao *
véi Dy Tir mot didm O 1y teén Dy, ta ké Ox

D
! |D, song-song v&i Dy, nhir thé Ox cling song-song vér
Op~"Dy Dy (2. 5.). ViDy va Dy tryrc-glao véi nhau néngée
DyOx 1a géc vudng: D6 cling chinh 1 géc ct'xa Da i
va D‘;. .
Hinh. 17 Vay Dy tryc-glao véi Dy
BAI TAP
3.1 .Cho mét hinh tiv-dign ABCD, Goi M, N, L [a trung.diém cta nhﬁ'ng ‘ca;wh BC,
AD. AC,

1. Ly M lim dinh, v& géc cia MN va AB,
2. Lay N lam dinh, v& gée cia MN va CD.

3, Ching-minh ring & didu-kién 8t o6 va b d¥ cho nhirng: gde trén bing -
nhau 18 AB = CD,

4. Muén cho MLN 1§ mét tam-gide vuong gde v cin (dink Ml welin nhan
dibokign g1? i e

'




) & Q4 s Z
Pwong thang va mat phan\gf
; song-song

4. 1. DINH.NGHIA.
Mét dwong thing dwo'e goi 1a song-

song v6i mot mit phing khi né khong ¢é
( di€ém nao chung véi mat phing dé.

Mat mit phing va mot duong thing
cé the c6 ba vi-tri ti-d8i sau ndy: mit phing
chira dwong thing, cit duwong thing hay
song-song véi dudng thing (2. 6.).

Hinh 18

4.9. DINH.LY THUAN.

Khi mot dwong thing song-song vé&i

mét mat phing thi né
song-song v&'i mot dwéong thdng dwng tro,

ng mét phing dé.
Gid-str dwong thing D song-song véi
mit phing P, Ta liy mét di€m O trong P

D r6i k¢ Ox song-song véi D. P via Ox cb
. / diém O chung, Mét trong hai di¥u sau day
phii x3y ra: Hojc 1a p citOx & O, hoic 1a
P chira Ox. <
, Néu P cit Ox thiP oft lwgn & D
Hinh 19 :

(2 4.). ditu d6 trdi voi gia-thiét,
i ‘C{ﬂ con mét trudng-hop ma t Phii nhan: P chgg Oy, Nhu thé
B Dda song-song véi Ox, mét dudng thing & trong P, :




oy

4. 4. DINH.LY DAO.

Khi mét du-o'ng thing ¢ ngoai mot mat phﬁng va song-song
véi mot dwong .3ng dung trong mot mit phﬁng dé thiné song~ -
song véi mit phang do.

Gid-str dwong D & ngoai mit P, va D song-song véi mét duong D
dung trong P. D va D’ dinh dwoc mét
mit phing Q. D’ 12 giao-tuyén cia P,
Q. Néu D cit P thi giao-diem nim trén
D’, nhir thé nghia 1a D va D’ cit nhau,
diéu dé trai véi gia-thiét,

Vay D khong the cit P, Néi khic
di, D song-song v&i P. Hinh 20

4. 5. CHU.Y.

C6 the ndiring : khi D song-song véi P, ‘n&u mdt mat phéng
chira D va cét P theo D’ thi D song-song vé&i D’

Diéu niy hay du'qc dung trong cic bai toan,

4. 6. PHAT.BIEU DOCNHAT.

Biéu-kién 4t ¢6 va du dé mot dwong thlng song-song véi m6t
mit phing 1a : Bwdng d6 & ngoai mat phing va song-song Vo mot /
dwdng théng dlrng trong mat phéng. ;

4. 7. DINH.LY,

Khi moét mat phéng song-song vé&i giao-tuydn chia hal mit
phéng cho sin va cit ha1 mit dé thi hai giao-tuyén méi phél song«-
.song va&i nhau.
Ta coi ha; mit phing P, Q ma gxao-tuyén ;
o A. Gid-sir mjt phing R song-song véi A va
cit P, Q theo duwong Dy, Dy. Ta hdy chirng-
minh ring Dy va D, song-song véi nhag.

A song-song véi R:P chtra A va dt Rip
theo Dy, nén Dy song-song v6'1 A (4 5.) i

Hinh 21 s  Twong-ty, Dg song-song v&x .

Vay Dy va D, song-song vé'i nhau yi cung song-song véi A (2. 5‘),‘."7

% ‘h
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. 8. DINH-LY.
i Mét' dwong thing va mét mat phéng song-song chén trén hai
céf-tuyén song~song nhirng doan bing nhau, :

Gid-str dudng D song-song véi mit P (. 22) ; v3 Z'S s?ng-sdng_

vo1 A'. Gid-sir D, P cit A & A, B; vaD, P cit A’ & A, B Tahiy
chirng-minh AB = A'B’. 4

A vi A’dinh duoc mot mit phing Q. Giso-tuyén ctia Q va P ‘li-

BB', Ta c6 AA’ song-song v&i BB (4. 5.).

Tir-gidc ABB’A’ 12 mét hinh binh-hinh, vi ¢6 cdc canh d6i song-

song d6i mot. Do d6 AB = A'B.
_—®,
\DZ

Hink 22 ; Hinh 23
4.9, DINH.LY.

Tir mot di¥m, ta c6 thé vé dwoe mot mét phéing song-song v6'l ¢
- hai du'b'ng bit-ky va chl mét thal,

Ta coi hai dudng bit-ky D;, D, va mét dig¢m O.
- Tir O (h 23), ta ké Oy song-song véi Dy va ké Ox song-song véﬂl
Dy, Ox, Oy dinh duoc mét mit phéng déc-nhit P,

: P chira Oy nén son,
D, (4. 4) ;

4

S

g-song véi D1 ; Pchita Ox nén .-s.ong-soﬁgffid[l}

_' 10. m)f cAcu pHAr smn MAT PHANG.

4,

ong th&ng D dwa vao mQt o
song v6'l mot dudng As

‘ thi D phifplinh'




BAI TAP

4,1, C6 hai mgt phdng cét nhau P, Q va mét diém O. Hay vé mét dwéng thdng di
qua O va song-song véi c3 P lin Q. :

4.2. Cho hai mjt phdng P. Q, giao-tuyénla A. Mét mit phing liru-déng. R cét Pva
Q theo D1, Ds.
1. Néu R song-song véi A thi Dy, D5 ra sao? :
2. Néu Dy song-song v&i Do thi D1 c6 song-song véi /\ khéng ?
3. Néu D1 song-song vé&i A thi D1 c6 song-song véi Ds khéng ?

4. 3. Cho hai mat phdng cdt nhau P, Q, va hai dvgng thdng bét-ky D1, Da.

1. Hsy vé mét dedng thdng dya vao D1 va song-song véi ca P Ian Q ; c6 bao
nhiéu duvdrng nhe thé ?

2. Hay vé& mét duvdng thidng dya vao D va song-song véi c& P 1an Q ; cé bao
nhiéu dwdng nhe thé?

3. Hsy vé mét dvdng thdng dya vio D1, Dy va song-song véi P, Q.

4, 4, Cho hai ntra dudrng thdng bét ky Ax, By.

1. Qua B, ta vé dvdng Bx’ song-song véi Ax. Dinh vi-tri cta Ax d6i véi mit
phing x'By (ma ta goi I3 P).

2. Mgt didm M lru-dong trén Ax. Mgt diém N lru-dng trén By. Duédrng
song-song v&i AB ké tir M cét P & M’, Quy-tich cda M’. Ching-t6 M'N song-song
véi mét phrong cb-dinh khi AM = BN.

3. Vincho AM = BN, tim quy-tich trung-diém cia M'N va trung-diém
ctia MN. X . 3

4, 5. Cho m¢t hinh té-dién ABCD.' G{f ‘né bdng mét mit phdng song-song véi hai
. canh d6i AB va CD. Chéng-t ring thiét-dign 13- mét hinh binh-hanh. Thiét-
dign d6 c6 thé I3 hinh chi-nhjt dwgc khong ?

4. 6. Cho mét hinh td-dign ABCD, trong dé AB tryc-giao véi CD. Cho biét

AB = CD = AC = a. Loy mét didm M trén AC. Dst AM = x. Tor M, vé
mét mit phdng P song-song v6i AB va CD. P cdt té-dign theo hinh gi ? Tinh dign-
tich S cia thiét-dign theo a va x.(TMh x d& cho S =m? (m I3 mét dogn cho, s&n)..

oL,

7y Wi § o A g Q WS de e Sn{ion. eiled

" 'TOAN
Hail dudng thdng bt-ky D va D’ cdt mot mit phing P tal A, A’

theo thir-tw. Gol A 1a mét dwdng thing lwu-ddng song-song vél

P, cit D va D’ & M, M’ theo thir-tw.

25
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1+ Chirng~minh riing giao-tuydn etia mitt phiing P véi hai mat
phéing (D, A) va (D', A) 18 hat dudng song-song. My
2. T M, ngudi ta ké dudng song~-song véi D' N6 it P & N,
Tim quy-tich elia dwing thdng MN. Tim quy~tich efia diém N, |

3. Dinh A d& cho doan MM’ ngd&n nhét. Dinh A d¥ cho dogn &
MM’ ¢6 do6 dai d cho sin. ; N

BAI GIAI

1. Gisotuy®n chs mat phing P véi hai mat phing (D," A) va (D", A

Hai mit phing (D, A) va P c6 mot diém
chung A; vi the, ching o6 giao-tiép Au.

Mat (D, A) chira A, thé ma A song-song
vol P theo gid-thiét, cho nén glao-tuyén
ctia mit (D, A) véi P song-song v&i A.

Viay Au sohg—song véi A Hinh 25

Chirng-mihh tiwong-tw, ta biét ring-giao-_
tuyén A'v clia hai mit (D', A) v P song-song -
véi A, : :

Auva A'v cing song-song véi A, nén
chiing song-song véi nhau. '

Chi.y. Cé th® néi ring: P song-song
véi giao-tuyn A cla hai mat (D, A) va
: (D% A) va P cit hai mat d6, nén giao-tuyén
Hinh 17 ! Au, A’v song-song véi nhau. SRR

Q.  Quy.tich cta dy&nﬁ thdng MN.

- Pudng thing MN dwa vao dudng thing c8-dinh D va liic ndo cﬁng
- song-song véi D' (ta néi ring phiwong cﬁaMN khéng ddi). Vay MN gay
nén mit phing # : d6 1a mjt phing chira D va. song-song véi D', i
5 Ouitich he Nif s T o

cita hai mit P va = d6. Khi M vach nén ci dwdng D thi N vach

nén ci dudng x'Ax : d6 la;.quy—;ich clia




Vi ta ludn ludn cb MM’ A'N nén a‘zau.kzen dz cd vd dd dE chy
MM’ ngin nhit 13 A’'N ngin nhat. Y

Ta ha A'H thang géc véi x'Ax A’H lé vi-tri cua A'N wng véi
iri-s8 cu-c-thu cta A’N

C6 N, ta tim ra M _biing cich vE tt‘z_' N
duong song-song véi D’ : giao-didm ciia D
v&i dirong méi ké 46 13 M. Biét M, ta suy

‘ra M’ bing cich v& dudrng song-song véi NA':
giao-digm clia D’ véi duong méi ké d6 Ia i i,
M'. M'M 1a dwong A phii tim, : '

HInh 27

Chch dinh dedng A 48 cho MM’ = 4. Ta hiy L cho
A’N = d. Mubn thé, trong mit P, tavé vong tron V. tdm A’, ban.

kinh d. Giao-ditm ctia V va x'Ax 13 diem N phii tim Cé N, ta ‘su
ra M vd M’ nhir d3néi & trén,

- Néu d > A’H, bii tosn cb hai I&i giai :
. Néud = AH, Né& H, bai todn c6 mét loi gial.
. Néu d > A'H ‘bai toin vo-nghiém. ;




Mit phing song-song

5. 1. DINH.NGHIA.

Hai mat phdng dwoe goi Ia song-song khi ching khong eé digm
nao chung. :

Hai mijt phing c6 the cb ba vi-tri ti-d8i sau ndy: tring nhau,
hoic song-song v&i nhau, hoic cit nhau (. 29).

~ Hinh 29

5.92. BINH.LY THUAN.

2 N&u hai mat phéng song-song véi nhau thi mit no chwa ’hai
“'du-o-ng thdng dBng-qui, song-song véi mat kia.

Gid-sir hai mjt phing P, Q song-song véi —
nhau, Trong P, k& hai duong ddng-qui Ox, m ;
Oy. Néu Ox cit Q thi di¥m chung d6 vira & ) {
trong P, vira & trong Q. Nhwr thé A P, Q S ;
cit nhau, ditu d6 trai voi gid-thiét | Viy Ox -
,khéngth&étQ.Néikhicdi,nésongsong vép

: Q T wong-ty, Oy song-song véi Q

,53 CHO Y.

+Ta cﬁng néi duqc ring: .khi hai mat phing song-song véi
nhay thi miit phing no ehira hal dudng thing disn
vﬁt h-l du-b'nu thing “ng-qul elh mit kia». :
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5 4. DINHLY PAO.

€6 hal mit phiing, nu mdt mit ohiva hal dwdng thdng ddng-
qui song=song vél mit kia thl hal miit phing d6é song-song vél nhau,

Gld-ste P chira hal dwdmg ddng-qui Ox, Oy cing song-song vél Q.
Ta phal chirng-minh rdng P, Q khong cé di¥m chung.

Gld-str P clit Q theo glao-tuyén MN, S
P chira Ox v cit Q theo MN, Suy ra Ox j
song-song vél MN (4. 5.).

P chira Oy vi cit Q theo MN. Suy
ra Oy song-song véi MN (4, 5.).

Nhw thé 13 tir mit di8m O, ta ké duge
hai dwdng song-song vél MN, Vo-ly ! (2.3.). Hinh 21
Viy P, Q khong th® c6 mdt glao-tuyén MN, Néi khic di, ching song.
song vél nhau

5.5, PHAT-BIEU DOC.NHAT.

Didu-kién dt cé vi di d& hal mit phdng song-song véi nhau
4t mit ng chira hal duidrng thiing ddng-qul song~song vél mat kia,

5. 6. DINH.LY. h
Tir mdt difm & ngodl mot mit phiing, ngwdd ta od th vé mot
mat phiing song-song vél mit dé v chiimdt thol

Col didm O & ngodl mit phing Q. Mubn ¢6 mit P qua O\Vi
gong-song v&l Q thita vé O'x' va 0'y' & trong Q; rdl k¢ Ox, Oy song-
song véi O'x’, O'' theo thi-ty, Ox, Oy dinh dwgc mdt mijt P, P
song-song ‘vl Q theo dinh-ly dio & trén, A

Ngodl P ra, khong cdn mit phing ndo :

khic di qua O vd song-song véi Q. That
. \ viy, gid-sik ¢cd mot mdt phdng P' khde P

cling di qua O va ciing song-song véi Q. Néu

P' khong chira Ox thi né phil oit Ox. Do
46, né cit ludn O'x' tirc I clt Q (2. 4.

Aty ndy tedl vol gld-thidt,
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Vay bit budc P’ phii chira Ox. Twong-tw, P chira Oy,

P’ chira cd Ox lin Oy, nhw thé 13 né tring véi P, N6i khic di, P
1a mgt phing doc-nhit di qua O va song-song véi Q,
5. 7. DINH.LY.

Quy-tich nhirng dwdng thing phét-xult ti mdt ditm O va
song-song vori mot mat phéng P la mét phdng Q di qua O va
song-song véi P,

I.  Tét cd nhitng dwing thing phdt-xudt tir O g song-song véi P
déu & trong Q.

Goi Ox, Oy 1A hai duwong song-song véi P, Ching dinh dwoc moi
mit phing di qua O vi song-song véiP. Vi & ring qua O chi o5 mét
mit phing song-song véi P, nén mit phing xOy d6 chinh 1 mit 'phing
Q. Néi khic di, Ox, Oy nim trong Q.

2. Bit ci dwing Oz nao & trong Q

ciing song-song véi P, %g
§ Q [©) X
" Hai mjt phing P, Q a3 song-song )
161, chiing ‘khéng c6 didm nio chung, Oz - ;
& trong Q, vay Oz khéng cit P ma ciing

khéng nim trong P, nén O song-song vé&i P, ; Hinh 33

5 8. MOT CACH PHAT-SINH MAT PHANG,

|

5.9 DINH.LY.

/

] v ;

fh) ¢hting "sénd-‘lmav'vii"l nhau, .

Lo
i

(
3%

- N&u hal mét phéng cing song-song vé1 mot mat phangtm 1‘5;. !
y . il /; ¢
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Gia-str hai mjt phing P, Q cling song-
song voi R. Néu P, Q c¢6 mdt didm chung
O thi tir O, dd cé nhitng hai mit phing P,
Q khic nhau va song-song v&i R, Pidu ndy
trdi véi dinh-ly trén (5. 6.). Vay P, Q khong
the cé didm ndo chung dwoe, Néi khéc di,
chiing song-song véi nhau.

@Q}

Hinh 34
5. 10. DINH.LY.

C6 hai mat phing song-song, mit nao cit mot thi cidt ed hai
va hai giao- tuyén song-song véi nhau. \

@) Gid-str hai mit phing P, Q song-song véi nhau va m%t phing R
cit P theo AB; ta hiy chirng-minh ring R cit Q.

Trén AB, ta liy mét didm O. Néu

Nhu thé 13 tir mot di®m O, ta cb thd vé
dwoc hai mjt phing khic nhau cing
song-song véi Q, Vo&-ly (5. 6.).

véi nhau dwoe. Ching _phai cit nham
Ta goi giao-tuyén 13 MN.

b) Biy gio ta chirng-minh AB song-
song véi MN, AB va MN cing & trong R va lin-luot & ‘trong P, Q
(hai m3t song-song) nén khéng c6 didm nio chung, vi néu ching c6 didm.
chung thi P va Q c6 di¥m chung, trdi gid-thiét | Nhw the, ‘theo dinh-
nghia, AB va MN song-song v&i nhau (cung & trong R va khbng 06
dl&m nao chung). ‘

\

BAI TAP

5. 1. Cho m¢t diém Q, mot dwérng thdng D va mpt mit phdng P HOYVE mat Jtrdng
thdng di qua O, dpa va D va songmng véi P.

5. 2. Cho hai mat phdng song-song P, Q Trong P, cé mpt tam-gf‘c ABC. rrong Q,
\ c6 mot um—gﬁc DER" 3 3

R khéng cit Q thi R song-song v&i Q.

Viy R vad Q khéng thd song-sbnﬁ_

;,&;,.@;.‘:mwx‘ﬁ.‘.m- M
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1. V& giao-tuyén ciia hai mjt phdng P, ADF va cta hai m3t phdng Q, BCE.
2. V& giao-tuyén cba hai mit phdng ADF, BCE.

5, 3. Cho mét hinh tir-dign OABC trong dé OA = OB = OC. Vé dwéng phan.-gie
ngodi cta nhing géc AOB, BOC, COA. Chéng-minh réng ba duwdng dé cing
& trong m¢t m§t phéng.

5. 4. Cho ba nira diréng thing song-song cing chigu Ax, By, Cz khéng cing & trong
mét mat phing. Trén Ax, ldy diém M ; trén By, lsy didm N ; trén Cz, I3y diém
P sao cho AM = BN = CP.

1. Ching-té ring mit phdng (MNP) song-song véi mét mit phing c6-dinh.

2. Tim quy-tich cta trung-di€m céc canh va cia trong-tim tam-gisc MNP.

5. 5. Hai hinh vuong ABCD. ABEF c6 canh AB .chung va khéng cing & trong mét
mat phing.

1. .C6'thé ndi g7 vi hai mst phing DAF va CBE?

1
2. Trén doan BD, lsy diém M sao cho Z—A;_‘ 3

EN 2
sao cho a = '3"‘ Nhing duéng song-song véi AB, ké tr M, N, Iin-lwot c3t AD,
AF tai M", N’. So-sénh M’, N’ véi FD vé d¢ dai va phrong huéng. Clurng»mmh réng
MN song-song véi mit phing DFEC.

Trén doan AE, ldy diém N

TOAN
Cho hai nira dwd'ng théng bdt-ky c3-dinh Ax, By. Mot du'o'ng
thédng D Iwu-dong cit Ax, By & M, N,

1. Lam th& nao vé dwo'e mdt mit phing P chira By va song-song‘_— :
véi Ax ? Tir M, ké dwdng song-song véi AB, né cit P & M. '
quy-tich ciia M’

2 Gol I, d 1a trung-di&m o MN, M'N. So-sénh hai vee

o T vua.

3. Tim un-tich clia I va clia d khi AM = BN,

g Chirng-td rdng mat phﬁng MM’N song-song véi m@t mit'

phlng ¢8~dinh (vln gli-sfr AM = BN),

)
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BAl GlAI

1. Cach vé mst phang P chiéa By va song—song véi Ax.

T mét didm & trén By —
thi-dy 12 diém B — ta v& Bx'
song-song vé&i Ax. By va Bx'
dinh dwoc mit phing P. Ax
song-song vé&i P viné song-song
voi mét dwong thing nim
trong P.

Quy.tich ctia M’

Ax va Bx' song-song vé&i
nhau, chiing dinh dwoc mot mit
phing Q. Giso-tuyén cia P va
Q 13 Bx'. Hinh 36

Dudng song-song véi AB, ké tir M, nim hoan-toan trong Q. Khi
duong d6 cit P & M’ thi M’ nim trén giao-tuytn Bx’' ctia P vi Q.’

Khi M vach nén nira dudng thing Ax thi M’ vach. nén nira
duwdng thing By, song-song cung chiéu v&i Ax. Bx' 13 quf-tich ciia M’

2. Vigc so-sanh hai vecto IJ va AB AB.
Trong tam-giic MM’N,I vaJla trung-d1§m ctia hai canh NM' vi ;
NM. Vi thé, ta :
T MM
A

Tu'-giéc AMM'B 12 mét hinh binh-hinh vi né cb cic canh song-song
46i mét. Do d6, ta cb :

: MM’ — AB \
Viy thi . IJ sy i
~ Néu ta goi O 1a trung-di#m ciia AB thi ta c6
oB= T

Ditu d6 to ring BJIO 1 mdt hinh binh-hinh,
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} 3. Qui-tich ciia J khi AM = BN.

Khi AM = BN thi AM = BM’. Tam-gisc BM'N Ia mét tam-gidc
can ma ddy 1a M'N. Quy-tich ctia J — trung-di€n canh diy M'N — 1a
nira duwong thing Bi, phin-gidc trong clia géc c8-dinh yBx'. :

Quy.tich cia 1. Ta dd biét BJIO 1A mét hinh binh-hdnh. Hai
diém O,B c8-dinh. Khi J vach nén nira dwong thing Bt thi I vach nén
ntra duwdng thing Oz song-song Ling chidu voi Br.

— —_— - 3§

(Can-c& vao hé-thirc JI = BO, t2 cé the néi ring Oz 13 hinh tinh-
! tién cda B, trong phép tinh-tién theo vec.o c3-dinh §6)

4. Phuong clia mat phing (MM'N).

Trong tam-gidc cin M'BN (binh 13 B), ddy M'N lru-dong ~hurng
bao gi&r ciing song-song v&i phan-gidc ngoal Bu cda géc x'By. Géc x'By

c8-dinh nén Bu ciing c8-dinh.

, Coi hai r/nét phing ABu va MM'N. Ta biét AB song-song véi MM’
et va Bu song-song véi M'N.

Vay mit c8-dinh ABu song-song véi mit MM'N vi mit thir nhit,
chira hai dwong thing dong-qui song-song véi mijt thir nhi.

TOAN

Cho mét tir-gise phdng ABCD. Hai canh AB, CD eiit nhau tai E.

Hai eanh AD, BC ciit nhau tai F. Goi S la mét didm & ngoai mét

. phéng clia tir-gide, MOt mat phéng P cét cac dwdng thing SA, SB,
 SC, SD tai I, J, K, L theo thie-tuw. :

1. Chirng-minh réng : «Bisu-kién &t c6 va di q& e
- song véi KL la: P song-song véi SE»,

ho IJ song-~

. Tim dlbu-klex_l #t ¢6 va dit d& cho IL song-@ng, véi JK,

’

2. Chirng-td réing c6 vo-s8 mat phéng P 1am cho ti-gide IJKL ‘
 thanh mot hinh binh-hanh, ‘ '
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BAI GIAI

1. Didu-kign &t c6 va di dé cho IJ song.song véi KL.

Ta coi hai mjt phing SAB va SCD. Chiing c6 hai di¥m chung 12 S
va E, cho nén giao-tuyén ctia ching 12 SE, P cdt hai mit phing SAE,
SDE theo giao-tuyén IJ va KL,

S
D [k
] L
Hinh 37 Hinh 38

a) Néu P song-song véi SE thi hai duwdng IJ va KL song-song véi
nhau,

b) Dio lai, gid-str IJ vd KL song-song vé'i nhauy, ta hﬁy chu‘ng-
minh ring P song-song véi SE.

Hai mjt phing SDE, SAE lin-lwot chira hai du'brng song-song IJ
va KL, va cit nhau theo dwdng SE nén SE song-song véi IJ, KL.

SE song-song voi IJ, mt durdng nim trong P nén SE song-song
véi P,

Két-ludn : «diéu-ki¢n dt c6 va dit && cho I] song-song véi KL 1a:
P song-song v&i SE» Chirng-minh twong-ty ta biét ring: «didu-kién
dt cé va di ¢ cho IL song-song véi JK 1d: P song-song véi SF?.

2. Nhirng mit phing P &ng véi nhirng binh.-hanh 1JKL.

Didu-kign dt c6 va dit cho tir-gidc IJKL tr& thanh hinh binh-hinh
14 : IJ song-song vé&i KL va IL song-song véi JK. ; ¢

Nhur thé, P phai song-song véi SE va SF, Néi khéc di, P phii song-
song v&i mit phing SFE. Ta tim dwoc vo-s8 mit phing P song-song
v6éi mit SFE, nghia 13 ta c6 v8-s6 mit phing P lﬁm cho tu'-giic I]KL ~
tr& thinh mot hlnh binh-hanh, Nl




Tinh-chit lwgng” cia nhirn
“mat phang song-son

6. 1. DINH-LY.

Hai mat phéng song-song 'chdn trén hai cat-tuy&n song-son
ohirng doan bing nhau. :
Coi hai mjt phing song-song P, Q va hai dm}ng thing song
D, D. Gid-str D cit b, Q BLn-lwot & A, B
va D’ cit P, Q Bn-lrot & C, D,

: Ta phai chitng-minh ring AB = CD (h. 39).
D va D’ dinh duoc mit phing R; R cit P, Q
Bn-lwot theo hai giao-tuyén AC, BD ; AC song-
song véi BD (5. 10).

Xét tir-gidc ABDC. N6 o6 AB' song-song
véi DC theo gii-thiét, va AC song-song véi
BD. Viy ABDC 1a mét hinh binh-hinh, Suy ra: ¢
AR == CD. - 5 Hinh 39
6. 2. DINH.LY THUAN, ,

A . Nhigu mat phéng song-song dinh
edt-tuyén nhirng doan twong-trng t-1

- Hai cit-tuyn A’ va A" ot ba m3t ph

song-song P, Q, R tai ABC, DEF (h. 40),

r gl;éi chirng-minh ring 4 _BC

hai

| Tie D, ké A”
mitQ, RO E, B,

o R ABL DR e g g,
Iy tréen, [Lamgs o i i A

song-song v&i A, A” dt
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Hai duong thing A” va A’ dinh dwoc mét mit phing S, Giao-tuyén
chia S véi hai mat phing song-song Q, R 1a EE’ va FF'. Trong tam-gic
DFF’, EE’ va FF’ song-song v&i nhau (5. 10.). Binh-ly Thaiés cho 2 :

DE* (BB
DE  EF

Do d6 : Ai_’: = BE
DE EF

Néu A, A’ dwroc dinh-huwédng thi ta vict
AB _ BC
DE EF

Dinh-ly trén day dwoc goi 1 dinh-1y Thalés trong khong-gian.

6. 3. DINH.LY DAO.
N&u nhiéu duong (hang dwa trén hai cat- tuyén va dinh trén dé
nhirng doan twong-irng ti-1é thi chung ta eung song-song véi mot
mat phing.
Ba dudng thing AD, BE, CF duwa. trén hai cit-tuyén A vé VA%
(h. 41.) Gid-sty.ta cb :
B _ BC
DE  EF
Ta hiy chirng-minh rang AD, BE, CF cﬁng song-song véi mot
m3t phing.

Liy mdt diém O khéng dic-sic. K& Ox song-song v&i AD, va Op
song-song v&i BE. AD va BE ciing song-song v&i mit « dinh béi Ox,
Oy. Ta hiy chirng-minh ring CF ciing song-song véi mjt phing n d6.

Xét mit P chira AD va song-song véinm ; mit Q chira BE va song-

song véi m; mit R chira C va song-song v6'i m, R cat A' o0 S theo
dmh-ly thuin ta cé: .A__B BE; :
DE EF'

So-sinh véi gid-thiét thi né
EF = EF’; do 46, F'. tht‘m,g véi F.

Vi CF! song-song véi nén iy
song-song v&i m,

Tém lai, AD, BE, CF cung song-..
song véi mit phéng =,
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BAI TAP
6. 1. Cho mot didm O & ngodi mit it phing P. N6i O v&i mit diém M hru-dgng’
& trong P. : 458

1. Tim quy-tich trung-diém cia doan OM.
2. Tim quy-tich cia diém chia doan OM theo mét ti-s6 cho sén k.

6. 2. Cho hai m3t phing song-song P va Q. M I5 mét diém lru-déng & trong P;;
N 13 mét diém lru-déng & trong Q. Tim quy-tich cia diém chia doan MN'
theo ti-s6 cho sén k.

6. 3. Cho ba nira dirong thing Ox, Oy. Oz khéng cing & trong m3t mit phéng.
Mgt mit phing co-dinh P cat ching & A, B, C. Mgt mit phéng lru-dgng
cdt ching & A%, B’. C’. Gis-st- Q song-song véi P.

1. Ching-t6 réng hai tam-gide ABC va A’B'C” ddng-dang véi nhau.

2. Tim quy-tich trung-didm céc cghh v quy-tich trong-tam cda tam-gidc
A’B’C’ khi Q lru-déng ms vin song-song véi P, ; 7!

6. 4. Bén miit phing khéc nhau P, Q, R, S cing chia mét dudng théng %'

Hai dwéng théng song-song Dy, D3 c3t bén-mit d6 & A, B, C, D va A%
CD". Gid-sir ABCD Ia mpt hing diém didu-hda. ChingA6 réng A'B'C'D’ cing
13 mét hang diém didu-hoa. :

TOAN

d - Hai dudng thing b&t-ky Dy, D, c3-dinh eit mit phing cS~djnk
P tai A va B. Goi O 12 di®m & trén AB va ehia AB theo ti-s3 dai-s8 k

Gt At

o :
(a= )‘ Mot dudng thdng A Iwu-déng, né song-song véi P va
cdt D1, D, & M, N theo thie-tir. Goi I Ia di¥m chia doan MN the
t-s8 dai-s8 k (Lj"s,k ) ;

‘ < IN

1. Coth¥ndigi v& badwong AM, 0L, BN ? § ol
- < uy ra riing I ndm
. frén mdt mat phing e8-dinh n. Lam th& nao ajnh rs dugen?

e Neg Chirng-t3 ring I lu-u-dbnu & trén mot duwdng thing
~dwng trong m. ; PSR g mQ :

54 \
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BAI GlAl
1. Nhén-xét ve ba dueong AM, Ol, BN.

Ta coi ba duwong thing AM, OI, BN
va hai cit-tuyén AOB, MIN. Theo gia thiét,
tachd:

(ORI g
OB N
Theo dinh-ly d3o clia dinh-ly Thalés Hinh 42

trong khdng-gian ta biét: AM, OI, BN ciing song-song vé&i mot mit
phing. Ta hiy tim cich dinh mit phing d6.

T O, ta vé hai dudng Ox, Oy song-song v&i D,, D, theo thir-tir.
Mit phing xOy 13 mit phing song-song v&i ci hai dudng Dy va D,.
Nhu thé, duwdng OI ciing phai song-song véi mit xOyp, nhung OI lai
c6 ditm O nim trong mit d6, vidy OI hoin-todn nim trong mit xOy.

Pitm O v hai dwong Dy, Dy d8u c8-dinh, nén Ox, Oy ciing cd-
dinh. Do 46, mjt phing xOy ciing c8-dinh. DS chinh 13 mjt phing =
ma ta phai tim.

Tém lai, I nim trong mit phing c8-dinh = (x dx qua O v3 song-
song v&i Dy, Dy).

9. Pudng cd-dinh trén d6 c6 diém I
Ta k¢ NS song-song vé&i BO, va MR song-song véi AO.

Hai dudong NS va MR cung song-song véi AB nén .song-song véi
nhay, ching dinh drgc mét mit phing Q. Mit Q chira NS va NM, thé
ma NS va NM song-song v&i P, nén mjt Q song-song v&i mit P (m3t
thir nhit chira hai duwdng ddng-qui song-song véi mit thir nhi).

MN cit SR tai digm I'. : ; o

Coi hai tam-gi4c 'MR va I'NS. Ching 13 hai tam-gidc dong—dgng S
(treong-hop 1) Ta suy ra: :

TM _ MR _ AO OA:

—_— e e e —————— —

PN . .NS BO/V.0B




theo nhitng giao-tuyén RS song-
- song véi glao-tu_yen-cua P van),

du'b'ng thing A di qua (o) (dinh-ly vé Hinh
hoc phang) :

Thems DL _ | |
5 IN

Vay I’ tring véi I

' R

1S

g-song véi P, thi né cit miit

song véi nhau (RS ldc nao cung song-

.

‘Ciing nhd hai tam-gidc ﬁ‘éng—dang n6i trén, ta biét ring:
Khi mit Q leu-déng ma vin son
vi R

- Ic, nén In§m trén ‘mot




Du’o’ng thing va mit phing
thing géc

7. 1. DINHLY MO PAU.

Kbi mdt dwong thing théng gée véi hai dwong thing déng-qui
clia mdt mat phing thi né thing gée véi moi dwdng thing dwng
trong matphéng dé va di qua chén né.

Ga-str z'Oz thing géc véi hai duwdng :
thing dng-qui Ox, Oy cia mit phing P. Goi
Ot 13 mdt dudong bit-ky nim trong P. Ta hiy

chirng-minh zOt 900.

Oz khéng nim trong P dwoc, vi néu nb
& trong P thi tai O ¢ nhitng hai dwdng Ox
Oy thing géc véi Oz. Ditu d6 khéng the cb
duoc & trong Hinh-hoc phing. Bé budc Oz ;
phai cit P. .. Hinh 44

Ta ké mot cét-tuyé’n cit Ox, Oy, Ot tai A, B, C. Trén z'z, ta thiy
OM = ON.

Trong tam-giic MBN, BO vira I3 trung-tuyén vira 13 dwdng cao.
Vay n6 12 mét tam-gidc cin, dinh 13 B, vd BM = BN ; twong-ty, MAN
12 mot tam-giic cin vd AM = AN. Hai tam-gidic MAB vi NAB bing
nhau theo trird'ng-hop thirba. Liy AB Idm ban-1¢, quay tam-gisc MAB
cho trung véi NAB thi M téi tring véi N. Do d6 CM — CN.

Tam-gidc CMN c6 hai canh bing nhau 13 mét tam-giic cin, OC
diha trung-tuyén phét-xuit tir dinh O, vdy né cung 13 dudng cao. Suy

. ra zOt = 900 tirc 12 2’0z thing géc véi Ot
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7.'9. DINH-NGHIA.

Mot dudng thing dwee goi I1a théng gée véi mot mat phéng
khi né trwe-giao véi moi dwdng thing dwng trong mat phéng dé,

7. 3. DINH.LY THUAN. .

Khi mot dwong thing théng gée véi mot mat phéng _t,hl"»né trwe
giao véi hai dworng thidng dong-qui cta mat dé,

Khi dwdrng thing z'z thing géc véi mot mit phing P thi, theo
dinh-nghia, né trirc-giao véi moi duwong thing & trong P, trong s§ d6
c6 the ke hai duwdag thing dong-qui Ox, Oy. :

7.4. DINH.LY DPAO.

Khi métdwong thing trwe-giao véi hai dwdng déng-qui cha
mot méat phdng thiné trwe-giao véi moi dwong théng cia mit d
(nghia 1a né thdng gée vé+i mat dé).

Gia-str D tryc-giao véi hai durdng ddng-qui
Ox, Oy ctia m3t P, Goi A 13 mét dudng thing
bt-ky clia P. Ta hdy chirng-minh ring D tric-
giao véi A.

Tir O, ta ké Oz song-song véi D, vi Ot song-
song véi A. BE chirng-minh D tryc-giao véi A,
ta chi vi¢c chirng-minh Oz thing géc véi Ot

D tryc-giao véi Oz, Oy. Thé ma Oz song-song v&i D, Viy Oz
thing géc véi Ox, Oy.

Theo dinh-1f m& d3u, Oz thing géc véi O, Suy ra D tryc-giao
w6 A, ; : o

7.5. PHAT.BIEU DOCNHAT. :

; BlBu;kle'h 4t e6 va di d& cho mét dudng thﬂﬁg ﬂ,ﬁ,g g6§ véi mot

® :::t p‘lsléng 1a: né trwe-giao véi hai dudng thdng ddng-qui ciia
it dé. e . :

_ Khl mdt dwong thing trwe-giao véi ha

A s 7 ‘ ‘ h G 5 . 3 4 y
. thi né trwre-giao v&i canh thir ba (5, 46). eg n el‘;a mQ’t “M
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7. 7. HE.LUAN 9.

C6 hai mét phdng song-song, dwdng thdng nao thdng gbe vé&i
mot thi thdng gée véi ed hai. :

Gia-str mit P song-song v&i mit Q, va D thing géc véi P. Vi P
song-song v&i Q, nén trong
P o hai dudng dong-qui 5 ox
Ox, Oy Dn-lrot song-song ><! P

b 2

géc véi P, nén D tryrcgiao T Ly
véi Ox. Oy (7. 3.). Suy ra,
D trirc-giao véi O'x’, Oy Hinh 46 Hinh 47
Theo dinh-ly ddo trén (7. 4.) thi D thing géc véi Q.

D

véi hai dudng dong - qui
0'x’, Oy cia Q. D thing

7. 8. HELUAN 3.
Cé hai dudng thing song-song ; mat phing nao thing gée véi
mét thi thdng gée véi ed hai.
Gia-stt D, D’ song-song véi nhau va D
D D' thing géc véi P. Nhe thé, D trirc-giao véi hai
durong déng-qui Ox, Oy cia P.
Vi D’ song-song v&éi D nén D’ ciing tryec-
giao v&i hai dirdng thing dong-qui Ox, Oy cia
P. Do d6, D’ thing géc vé&i P (7. 4.).
(Déc-gid c6 the hoc ngay & diy dinh-ly ba
Hinh 49 dudng thdng géc & cubi bai s6 9).

BAI TAP
7. 1. Hai duédng thing D1, D3 cing & trong mét m3t phing P va cing trye-gizo

v6i mt dudng thdng D. Biét ring ,D khéng thdng gdcvﬁp;’ehﬁwninhri(lg
D4 v@ Dy song-song véi nhau. :

7. 2. Cho mit mt phng P. Trong m3t d6, ké hai dng thing ddng-qui Ox, Oy.
Goi Q 12 mot m3t phéng thing géc v6i Ox. Goi R I3 mpt m3t phéng thing
géc v6i Oy. Chiong-minh ring Q vi R phdi cit nhau, vi giso-tuyén cia ching

thdng géc véi P.
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7. 3. Trong mdt miit phing P, vé mét vong tron dwong kinh AB. Trén dwdng théng
gde véi P ké tir A, [dy mét diém S. Trén vong tron, lay mét didm M, Chirnige
minh réng SM théng géc véi MB.

7. 4. Cho mét hinh tirdign ABCD, trong dé CA == CB = DA == DB. Gpi Il I3
dwong noi trung-diém cia hai canh AB va CD. Goi M, N, P lin-luwot [5 trung-
diém céc conh CA, CB AD. Ching-minh réng 1] thdng gde véi mit phdng MNP,

7. 5. Cho mottam-gise ABC vuéng géc & A. Trén dwdng théng gde véi mit phéng
ABC ké tir B, sy mgt diém D. Hp BA’ thdng gdc véi DA, va BC’ thdng gde
véi DC. Ching-minh réng :
1. BA’ trye-giso véi AC.

2, BA'C’ Ia mét tam-gide vudng gde tai A,

7. 6. Cho m¢t tam-gidc AOB. Trén cfud'nq thing gdée x’Ox ké tir O véi mit phéng

OAB, ngui ta léy mét diém C. Hy AD thdng gdec véi OB va hp AM thang
gde véi BC. MD ct x’Ox tai N. Ching-minh rang nhirng cjp duong thadng (AB va
CN), (AN va BC), (AC va BN) tryc-giao véi nhau. (xem bai todn duwéi day).

TOAN

Cho mot tam-gide ABC. Trén dwong x'x théng gbée véi mat
ABC tal A, ngwdi ta I8y mot ditm M. N&i MB, MC, Ha BD, BE lin
lwo't thdng gée véi AC, MC. Goi giao-dism ctia ED véi x’x 1a N,

1. Nhén-xét gi vé phwong cta MN va BC 9
2, Chirng-t6 réng MC théng gée véi mat phdng BEN, Suy ra
moét nhan-xét vé phwong ctia MC va BN, :

3. Binh rd vi-tri clia D d8i véri tam-gise MCN, Nhén-xét gl vé
phwong clia MD va CN ? Chirng-té rdng NC thdng gée véi mat
phédng DMB, Suy ra réng CN trwe-giao véi BM, | ¢

BAI GIAl
1. Phvong ciaMNwBC. M

~ MIN thing géc véi mit phing ABC theo

gia-thiét, cho nén MN trirc-giao véi moi dudng AR -

~ thing nim trong mit d6. N6i rieng ra, MN
trgc-giao v6i BC. s

~ Ta biét them ring Ml‘{ cling tryc-giao
véi BD, va MN thing géc véi AD, AC,




45

2. Vj-tri cia MC d5i véi mét phing BEN.

BD tryre-giao véi MN (theo cay 1) va thing géc véi AC, nén BD
thing géc véi mit MNC dinhrbé-i hai dwong d6ng-qui MN va AC. Do
d6, BD tryc-giao véi MC, mét duong thing nim trong mit MCN.

MC thing géc véi BE (theo gii-thiét), vira trwc-giao véi BD
(theo chirng-minh trén), nén MC thing géc véi mit phing BEN (hay
BED) dinh b&i hai duwong ddng-qui BE, BD.

Ta suy ra ring MC trirc-giao véi BN, mét dwong thing nim
trong mat BEN. : 3

3. Vjtricia D & trong tam.gidc MCN.

Trong tam-gidc MCN, hai duong cao CA va NE cit nhay tai D;
nhw thé, D 13 trirc-tim ctia tam-gidc d6. . i

Pheong cia MD va CN. ,

Trong tam-gidc MCN, D 43 13 tryc-tdm, MD 13 dwong cao thi ba,
cho nén MD phai thing véi CN.

Sy tryc.giao cua CN va BM.

Theo chirng-minh truéec, ta biét BD thing géc véi mit MCN; do
d6, BD trirc-giao _vé'i. NC. J : :

NC vira thing géc véi MD, vira trirc-giao _v6:i BD; nén NC tryc-
giao v&i BM, canh thir ba clia tam-gisc DMB. j ¥




Pwong thing va mit phing
thing géc

8. 1. DINH.LY.

Tir mot digm, nguwdi ta c6 thé vé mdt mét phéing thdng gée véi
mét dwong théng cho s&n va chi moét thoi,

Cho mét didm O va mét duirng thing D, ta hiy tim cich v& mit
phing P thing géc véi D tai O,

® Truong-hop O & trén D (h. 50),

@) Qua D, ta vé hay mijt phing khic
nhau Q, R. Trong Qké Ox thing géc véiD.
Trong R, ké Oy thing géc véi D, Oy, Oy
dinh dwocmét mitp, D thing géc véi P vi
né thing géc véi hai duong ddng-qui clia P,

b) Ta hiy chirng-minh ring P 13 mijt
. . phing ddc-nhit, Gid-str mdt mijt phing
{ thir nhi P’ ciing thing g6c véi D tai O, Giao.
~ tuyén ciia P’ va Q [a Oy, Trong Q, Ox va
' Ox'cing thing géc véi D tai O nén ching
triang nhau. Giao-tuyén ciia p’ véi R12 Oy,
i Ttro'qg-tt.r, Oy va Oy’ tring nhau, Do d6, i
. P’ triing v&i P, Hinh 51 ?
e ® Truwdng-hg'p O & ngoai D (h 57), ;
Qua O, ta v& D’ song-song véi D, mit phing P nio di thing géc
(V6 D' i O thi ciing thing géc vei b (7.8.). Ta rat trwdng-hop ndy
vé trirdng hop trén, e

8.2 HELUAN, . : : A
' Khi hai ‘mét phéng cung théng véq mot ! Fouin
~ chiing song-song vé'i nhau, b ! il du'b'pg thlpu“thli
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(Gli-str hai mit phing P va Q cing thing géc véi dudng thing
D. Ta phai chitng-minh ring P, Q song-song véi nhau, 3

Néu P va Q c6 mot dizm chung O, thi tir D
O, ta ¢6 nhirng hai mit phing thing géc véi

D. Pidu ndy trdi véi dinh-1y trén. Viy P va Q Ry o
khong ¢6 di€m ndo chung. Néi khic di, ching »
song-song v&i nhau (so.sénh véios6 7.7.). /_, Q

8. 3. DINH.LY,

Quy-tich nhirng du'd'ng thdng phat-xut
tir mot di¥m O va thdng gée veéi mot dwdrng Hinh 52
théing x'0x eho s&n 1a mat phéng P thing gée véi x'x tai O.

I. Bit ci dwirng thdng nao thidng géc véi x'x tai O ciing ném
trong P, !

Goi Ou, Ov 13 hai duong thing gée véi
x'x (h.53). Ching dinh dwoc mdt mit phing
thing géc véi x'x tai O. Vi I& ring tai O chi
c6 mot mit phing doc-nhit thing géc véy
x'x cho nén mit (uOv) chinh 13 mit phing
P. Néi khic di, Ou, Ov nim trong P,

2. Bit ci dwong Ot ndo ndm trong P
Hinh 53 ciing thdng géc véi x'x. ;

Vi x'x dd thing géc véi P tai O nén x'x thing géc véi moi duwdng
nim trong P va di qua O, trong s8 4y c6 dudng Ot.

8. 4. DINH.LY.

Quy-tich nhirng dwd'ng thdng phat-xust tir mét di&m O va true-
giao véi mdt dwdrng théng D cho sin 1a mat phing P di qua O va
théng gée véi D. -

Tir O, ta k¢ dudng x'x song-song véi v AR e
D. Bit cir dwdng OA ndo qua O va thing it
gée véi x'x cling trirc-giao véi D ; va dio & e/
lai, bit cir dwdng ndo qua O va trirc-giao vér ,04/
D ciing thing géc v6i x'x. Vi thé, thay vi |
tim quf-tich nhiing dudng OA trirc-giao véi ~\w 7 i

D, ta di tim quf-tich nhitng dudng OA -

thing géc véi x'x. : " Hinh 54 A




\

thi qu)'l-tich &6 12 mat phﬁng P thﬁng
x thi P ciing thing gbc véi D v

48

Theo dinh-1y 8.3, & trén, ;
véi x'x tal O. P dd thing goc voi x
song song v&i x'x (7. 8).

6.5, MOT CACH PHAT.SINH MAT PHANG.

Coi mdt ditm c8-dinh O & ngoai mbt dwiyng thing c6-dinh D, N
mdt duwdng thing chuyén-dong nhung ludn luon’ qua O va trire-giao
D thi n6 phit-sinh ra mot mjt phing : d6 13 mit P qua O va thing
v&i D (col lai s8 1. 9., 1. 10., 4. 10. va 5. 8.).

8. 6. DINH.LY.

Piu~kién #t c6 va di d& cho hai dwdng thding true-giao vér
nhau 1a : dwd'ng no & trong mdt mat phing théng gée véi dwong |

a) Gid-str D trye-giao véi Ox. Tir didm O trén Ox, ta veé n
phing P thing géc véi D. P 1a quf-tich ctia nhirng dwdng thing di qua0
va trire-giao véi D, Ox 13 mot trong nhitng )

dudng d6 nén Ox nim trong trong P. D

b) Gid-str duwdng thing Ox nim trong
m3t phing P, vi P thing géc v&i duwdng thing
D. Theo dinh-nghia v& dwong thing vd mit
phing thing géc thi D trirc-giao véi Ox.

8- 70, DINHerl \ H,llh 55

T mdt di¥m, nguwd ta co th® ké dwg'e mét dwdng th&nd" the

gée véi mdt mat phdng cho s&n va chi mot théi. :

b Coi mét ditm O va mét mijt phing P"mr
hiy tim cich vé duong thing di qua O
thing gée véi Bty

(] Trﬁ'bng;hq-p 0 & trong IT A

. a) Trong P, ta ké mot du’bn&'ﬂﬁni

T kyOxrdivé myit phing Q thing géc e

Hik 56 t3i O (h. 56). : 5

; '; Ggi'\gia&my.én cia Qvi P 13 Oy. Trong Q ké dtrB"ti Oz

- g6c véi Oy, Oz & trong Q, nén Oz thing gée ,Vé'l"Ox..;réni ggi
géc véi hai dudng ddng-qui Ox, Oy clia P, nén Oz thing géc véi

" S e J 5
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b) Ta hiy chirng-minh ring Oz 13 dwong déc-nhit. Gid-sir cb
mdt duwdng thing Oz’ ciing thing géc véi P
tai O. Néu Oz va Oz dong-qui thi ching
dinh dwoc mét mit phing R ; giso-tuyén clia
Rva P 1a Ot (h. 57). '

Oz thing gbc v&i P nén Oz thing géc

Hinh 57 véi Ot 3 Oz’ thing géc véi P nén Oz’ thing

gbc v&i Ot. Trong mit phing R, c6 nhitng hai dudng thing Oz va Oz’

ciing thing géc véi Ot. Diéu 46 vo-1y ! Viy bé bude ta ph3i nhin ring

Oz’ triing vé&i Oz. Néi khic di, Oz 1a dudng thing déc-nhit thing géc
v&i P tai O, - / y

e Trwong-hg'p O & ngoai mat phing P.

Ta riit triryng-hop niy vé truong-hop trén:

Qua O, vé mijt phing P’ song-song v&i P
(h. 58) r5i k¢ dudng thing D thing goc v&iP™
D d3 thing véi P’ thi  ciing thing géc
v&i P (7. 7.).

8. 8. HE.LUAN.
Khi hai dwong thing cing thing gée véi

mét mat phéng thi ehing song-song véi nhau. Hinh 58
e Q___ Gid-sir hai dudng thing D v D’ ciing thing
/lo T TB7  gte w6t mat phing P (h 59). Gol giao-im cla

/ / D’ véi P1a O, Tir O k& A song-song véi D,
_nher thé A thing géc véi P (7. 8.). Tir O, chi cb
mot dudng thing déc-nhit thing géc véi P.
Vay A triing véi D’. Do d6, D’ song-song véi D.

Hinh 59

BAI TAP

8. 1. Cho mpt hinh vuéng ABCD. Trén duwéng thing géc véi mit phéng hinh vuéng
ké tir A va C, ngudita lsn-lvot ldy nhing digm A’ va C’. Chiéng-minh réng
duvdng chéo. BD tryc-giaovéi AC'. ;

A5 H %
o o s SRR L L e L
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i 8. 2, Cho mét diém O & ngosi mét didng thing De Goi P I3 mét mit phdng hrus
déng di qua D, Ha OH ihdng géc véi mit phing.
1. Tim quy-tich cta duvéng thing OH,
2. Tim quy-tich cda H. 4
3. Dijnh mst phdng P biét OH = d (d I& mét doan dai cho sén).

8. 3, ABC I3 mét tam.gisc cé-dinh vuéng géc & C. S I3 mét diém lvu-déng trén
A dvong x"Ax thdng.gdc véi mst phdng ABC. , ’
j 1. [Chitng-16 ring céc mit cia td-dign SABC I3 nhitng tam-gise vudng gdcs

2. Goi D I3 chsn duéng cao AD cia tam-gisc SAB. Goi F I3 chan duéng
cao AF cda tam-gisc SAC. Tim quy-tich coa D v F khi S lru-déng trén x'x.

3. Ching-minh réng AF thdng gdc véi mit phidng SBC.

4. Ching-minh ring nsm digm A, B, C, D, F ném trén mét hinh ciu.

5. Ching-minh rng DE thang géc véi SB vs AF.

TOAN

Cho mét hinh vuéng ABCD, canh 1a a. K& x'Ax thdng gée véi
:', mét phing ctia hinh vudng. Trén x’x, ta 18y mét di¥m M. Ha AlI,
: AH, Ad thing géc Iin-lwg't véi MB, MC, MD.

| 1. Chirng-td réng Al, AJd trwe-giao véi MC.
| Suy ra ring Al, AH, AJ eiing ndm trong mét mat phéng.
2. Quy-tich ctia I, H, J khi M lwu-déng trén dwong thing x’Ax.

3. Nhin-xét gl v gée AIC, AIC? Chirng-tb réng bdy di¥m
A, B, C,'D, H, I, J, & trén mot hinh chu, j

~

BAI GlAl
- 1. Al trl,rcfgliao véi MC.

¥ W
. X'Ax thing géc véi mit phing clia hinh vudng
g6c véi AB, AC va trire-giao vé&i CB, CD.

ABCD nén 16 thing
M o

Al thing géc véi MB theo gia-thiét
Va trirc-giao véi CB, nén Al thing géc véi
mit phing MBC dinh bdi hai dwong
thing ddng-qui MB, MC. Ta suy ra Al
trwre-giao véi MC va Al thing géc véi IC i
(AIC = 909). Chirng-mink twong-ty, ta
7. co-A] trire-giao véi MC (va AJ thing géc

véi JC: AJC = 900), ;
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Al, AH, AJ cing & trong mét mit phdng.

Ba dudng thing AI, AH, AJ cing phit-xuft tir A, ciing trirc-giao
véi MC (néi rieng, AH thing géc véi MC theo gia-thiét), Vi thé, ba
dudng d6 cing nim trong mjt phing P, di qua A va thing gbc véi
MC tai H,

2. Quy.tich ciia H.

Ta biét AHC — 900. Ditm H nhin dogn AC c-dinh diréi mot géc
vudng, va ludn lubn nim trong mit phing cé-dinh (C, x'Ax). Khi M
vach nén duong thing x'x, thi H vach nén vong tron duwdng kinh AC
dyng trong mit phing (Cx'x). D6 13 quf-tich ciia H.

Quy-tich cia I.

Ta biét BIA — 900. Ditm I nhin dogn AB cb-dinh duéi mét géc
vudng, va ludn luén nim trong mit phing c8-dinh (B, x' Ax), Khi M
vach nén duwdng thing x'x, thi I vach nén vong tron duwdng kinh AB -
dyng trong mit phing (Bx'x). D6 1a quf-tich cfia I,

Tuwong-ty, ta tim ra quf-tich ctia ¥

3. Hinh céu qua bdy diém A,B,C,D,H,1,J.

Bay dim néi trén khéng cing & trong mot mit phfmg (trir khi M
& A: lhc 46 ba di¥m I, H, J- déu & A).

~~ Ve A T
TacéABC:ADC:AHC:AIC:A]C=90°. Nim

ditm B,D, I, H, J cing nhin dogn AC duéimét mét gée vudng, nén
ching nim trén hinh ciu mi dwdng kinh 13 AC. H




9. 1. DINH-LY THUAN. .
T mot di€m & ngoai moét mit phing, ta ké doan thing gée va
cac doan xién ddi véi mat dé:
1. Boan thing gée ngén ho'n méi doan xién.

2. NBu chan hai doan xién cdch déu chan doan théng
thi hai doan xién dé bing nhau;

3. Trong hai doan xién, doan nao ¢é chén & xa chan doan thing
géc hon thi doan dé dai hon. ¥

Goi OH 12 dwong thing géc véi mit
phing P v OA, OB, OC I3 nhirng doan
xién,

I. Tam-gidc vudng géc OHA cho ta :
OH < OA.

2. Gid-str HA — HB, Xét hai tam-giic
vudng géc OHA, OHB. Ching c6 HA — HB
theo gid-thiét va OH chung. Viy ching
bing nhau. Suy ra; (PA = OB,

3. Gid-si HC > HA, Ta

_ Hinh 67
phai chirng-minh : OC > OA. Liy f
HC mot digm A’ d& cho HA’ — HA., Theo phin 2, ta c6 OA — OA!
Trong mjt phéng OHC, doan OC 6 chin C& xa H hon chin clia OA”.
V&yOC > 0A" Do d6 OC > 04, 5
9. 2. DINH.LY PAO, ‘

_ N&i mét digm & ngodi mét mat phing veq his |
 phéng dé, ta ¢6 vo-s8 doan théng : gy i eﬁ, e

e :
1. Trong t&t cd nhirn
~doan ng#n nhét 1a doan th
2. N&u hai doan xién bin h : ' a
 chin dudng thing aon : 9 D a.v:q, th _ehan clia ching cdch déu

g doan ma ta 6 tha tuwdn
dng gée V&1 mat phing,

g-twe'ng
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3. N&u bai doan xién khéng b#ng nhau, thi chan cta doan dai
ho'n phdi & xa chan dwdong thing gée hon.

I. Gia-sir doan OH 12 doan ngin nhit trong t4t c3 cic doan ma
ta c6 the tuwdng-twong ra. OH phii 12 doan thing géc véi P néu khong
ta c6 the tim ra mdt doan thing géc véi P, ngin hon OH theo dinh- i
1y thuin. Diéu dé vo-1y vi ta di coi OH 13 ngin nhit roi. : :

2. Néu OA — OB thi ta khéng th c6 HA - HB, vi theo dinh.1j 8
thun, dieu-kién HA -« HB sg lam cho OA £ OB, trdi gia-thi&t ! Vay
ta phai c6 HA — HB.

3. Néu OC > OA thi ta khéng th& c6
HC £ HA, vi theo dinh-1y thusn, ditu-kién
HC £ HA st am cho OC £ OA, tréi gi3-
thiét. Vay ta phai c6 HC > HA.

9. 3. DINH-NNHIA.

1. Khoéng-cach tir mot dism téi mot
mat phing 14 chiéu dai ctia doan thing
gée ké tir ditm 4y téi mat phéng (h. 62).

2. Khodng-cich gitra mot dwdng
thing va mét mét phdng song-song Ia
chidu dai ctia doan thing gée véi dudng
thdng va mat phing (4. 62). :

3. Khodng-cach giira hai mit phéng
song-song 1a chiéu dai ecta doan théng
goc véi ed hai mat dé6 (k. 63). - Hinh 63

9.4. QUY.TICH NHU'NG DIEM CACH DPEU HAI DIEM A, B.

Ta cé hai di¥m c8-dinh A, B. Goi O 12 trung-di¥m ciia doan
AB (h. 64). : , :

1. Néu MA=MB, thi MAB 13 mbt tam-gidc cin; trung-tuyén MO
cing 1a dwdngcao. MO hin 1A phdi & trong mjt phing P thing géc véi
AB tai O. Vay ditm M néo cdch diu A va B ciing phdi é trong P,
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2. NéuM & trong P thi MO vira 13 dudng cav, vira [a trung-ty
clia tam-gidc MAB. Suy ra MAB 12 mt tam-
gidc cin dinh M, ticld MA — MB. Viy
didm ndo & trong P cing cdch d¥n A va B.

Mt P thing géc véidoan AB tai trung-
didm cta AB: P dwoc goi 1a mdt trung-tryrc
ctia AB.

DINH.LY.

Quy-tich nhirng di¥m cdéch déu hai
di¥m A, BIa mattrung-true ela doan AB. Hinkh 64

9. 5. QUY.TICH NHUNG DIEM CACH DEU BA DlEM A, B . C KHO
THANG HANG.
Ta o6 ba dim cd-dinh A, B, C khong thing hing. Goi M B s
di¥m & trong khong-gian. N&i MA, MB, MC v ha MH thing géc
mit phing ABC. :
Theo dinh-ly thuin v& doan thing :
M va dogn xién, néu ta 6 HA = HB = H
thi ta cling 6 MH — MB — MC.

7 Theodinhlydaovédognthing
Z/ dogn xién, néu ta o8 MA — MB — Mgg.c
‘ ta ciing o6 HA — HB — HC.
| Tom lai, didu-kign dt c6 va dd 4%

Hinh 65 MA = MB = MC Ia HA = HB — HC.

>Hchinhlétam vong trdn i
B WA chch B0 b b :’8;?" ép cla tam-gisc ABC, Quf-tich

C — 12 duwdng thing
v6i mit clia vong tron g D thing
e Ao g ABCNﬁmuuvbngda,Dgognmda ;

"\ DINH.LY.

~ Quy-tich nhing di¥m ¢
‘hang I3 trye eda ving h-bnc‘::é.““ ba ditm 4, B, C. khong

. 9 6: DINHLY BA BUONG THANG GO,

. Mot mat »
96"61 l?;x pungpdgrng dvb-ngﬁnnqcn. Ggl x'x 12 du'ho
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2) DINH.LY THUAN. Néu tir mét digm
M trén dwdng x’Ax, ta ha MH théng géc véi
CD thi AH ecing théng gée véi CD,

CH thing géc véi MH trire-giao véi
MA, nén CH thing géc véi AH, canh thir ba
ctia tam.gidc MAH.

b) DINH.LY DAO. Néu ta hg AH théng
gbe véri CD va ndi H vél bét et digm M nao
& trén x’Ax, thi MH théng gée véi CD. tinh 66

CH thing géc v&i AH vi trire-giao véi MA, nén CH thing géc véi
MH, canh th{r ba clia tam-giic MAH

7 gy |

; J BAI TAP

9. 1. Thé ndo I3 khodng.céch tir mgt diém t&i mpt myt phéng ? Tim quyftlch nhérng
didm ma khoéng-céch t&i mét mst phing P I3 héng.s6 d.

9. 2. Cho hai mit phdng P1, Py v hai dopn di, dy, Tim quptich nhing diém M,
biét' ring khodng-céch tir M t6i Py I3 d1, vé khodng.céch tir M t6i Py I3 dz,

7. 9, 3. Cho hai diém A, B vé mjt mist phéng P Tim quy-tich nha'ng diém J‘rng trong.
P va céch déuv A, B. b

9. 4. Cho hai didm A, B, Goi P I3 mft mst phéng di qua trung-didm O cla Jppn, i 1
AB. Chéng—minh réng khodng-céch tir A va B t&i P bling nhau (ta néi b B

"B céch ddu P). Ung-dyng : V& mét mit phéng chéa mét a‘u-d'ng théng D VJ ‘céch

déu hai diém A, B cho sén. ;

\H. 8. Cho hal didm c8dink A, B vé mpt dudng thing D, Hay nm trén D mot .mm B
C d& cho tam-gidc CAB |3 tam-gide cﬂn dinh C. . - ‘ p

_{_/ 9, 6, Diu bsi nher trén, nhtfqy thay céu “dudng théng Ds» ang'ap ‘VJW'-Wﬂf-V' y /

,{, 9. 7. Cho ba didm A, B, C khéng thdng hdng va mot mit. phlng P. ﬁly tim m P
mpt didm O d& cé thé ding 0 [3m tém mgt hinh clu di qua A B, (B

9, 8, Cho mét didm 04 ngodi mit phéng P, Tlm quy.ﬂch cc’n abln -nhthg u‘m
xién OM, biét ring OM = héing.s6.
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9. 9. Cho mpt diém O & ngodi mét mit phdng P. Trong P, c¢é mét dud
thing D quay quanh mét diém cé-dinh A. Ha OM théng géc véi D va O
thdng gdc véi P.
1. Chéng-minh réng HMA [a mét géc vubng. Suy ra quy-tich cia M,

2. Binh vj-tri cia D d& cho doagn OM ngén nhét hodc dai nhét.

TOAN

Cho hai dwo'ng thing x’Ax va y’By trwe-giao., Poan thing A
thing gée véi x’x va y'y. Mt didm C lwu-dong trén x’x va mét
diém D Iwu~ddng trén y’y. Ta dit AB=a, CD=d (a, d 1a nhirpg
hdng-~sd va'd > a). g

1. Lam cdch nao vé dwg'e mat phdng P chira By va song-song
véi x’x 2 Nhan-xét gi vé AB va P2 ..

2. Ha CC théng gée v&i P. Tam-gise C'BD ra sao? Ching-td

ring AC2 4 BD2 va AD2 + BC2 1a nhitng hing-s8.

3. Chirng-td réng cosin ciia gée nhon ciia hai dwong théng Aﬁ,
CD la mdt hing-sd.

4. Chirng-td ring trung-di¥m I ctia CD ndm trén mat trung‘
trwe cia doan CD. Tinh khodng-cach OI (0 1a trung-di¥m ciia AB)
Suy ra quy-tich ctia I khi C, D lwru-dong trén x’x, Y'Yy theo thi-tw

. BAL Gl
1. Céch vé m'ﬂ phéng P, ‘

Tir di¥m B, ta v& dudng thing 2'Bz song.
song véi x’Ax. l-

z

2'z V3 y'y dinh dirgc myt phing P. D6 I
: m;t phvﬁng chira y’By va song-song véi x'x. Ta

- nhin-xét ring AB 13 duong thing géc chung
cua x'x, 2'z; V3 2'2, 'y thing géc voi nhay,
 Vitricla AB dsivéiP. fo
. AB thing g6c V&1 3y v 2z cho nén AR s
e e 1 AB  thin
phing dinh boi hai dudng ddng-qui y'y, 77y). -

7
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2. Tri-sé clia AC2 + BD2 va AD2 - BC2

CA thing géc véi AB va trire-giao véi BD nén CA thing géc véi
AD, canh thir ba cia tam-giic ABD,

Twong-ty, CB thing géc véi BD.

Ding hai tam-gidc vuéng CAD, ABD ta cb
AC? = d2 — AD?
BD? = AD? — a®
Viay Ac? + BD? = d2 — @* (= hing-sé).
Dung hai tam-gidc vuéng ABD, CBD ta cb
AD? — @? 4 BD?
BC? — @ — BD%!
Suy ra " AD? 4+ BC? = a® + d2 (= hing-sé).
3. Géc cua AB va CD.
Khi ta ha CC’ thing géc véi P thi CC’ song-song véi AB. C’ nim

trén z'z, :
Tir-gidc ACC’B 12 mét hinh chit-nhjt.
Ta biét CC’ song-song vé&i AB, vi CC" = a. Géc nhon ctia AB va

CD 1A a = C'/C?D. Trong tam-giic vuéng g6c C'CD, ta cb
(6{e
(G e S — R hﬁn -56
g T 7 (= bloest)

4. | & trén mit trung-tryc cia AB.

Ta 43 biét DBC 1a mét tam-gidic vudng géc tai B.'Vi thé, trung- ¢
tuyén BI bing nita canh huyén CD :

Bp i SR

: 2 2
CA thing g6c v&i AB, va trire-giao véi BD, nén CA thing géc véi
AD (canh thir ba clia tam-gidc ABD). Néi-khic di, CAD 1a mét tam-giéc
vudng géc tai A, Do d6:

e d

AT 2l

9Tl

- 3 - d 5
Viy s o .2—.

I céch déu A va B, nén InSm tren milt trung-tr\rc T clia doan AB.




58

e Trj-s8 ctia dogn Ol
. Trong tam-gidc vudng géc AOI, ta cé
| 2 2 4
PR Al aoi (AN e Viegied el
3 il 2 2 4

Suy ra i ‘/4’2— B btk oy, 1

Quy-tich cia I
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Géc nhi-dién

10. 1. D|NH-NGHIA.

Nhj-dién hay gée nhj-dién 1a hinh hg'p béi hai nira mét phéng
phéat-xuft tir mdt dwdng thing.

M3i nira mit phing goi 1A mét mt ciia nhi-dién, duwdng thing chung
goi 13 canh ciia nhj-dién. Trong hinh 68, ta c6 nhi-di¢n (P, AB, Q).

Hai nhi-dién bding nhau 12 hai nhi-dién cé the ching khit 1én nhau.

10. 2. GOC PHANG.

L3y mét ditm O trén canh AB. Trong mjtP,
ké Ox thing géc véi AB. Trong mjt Q, ké Oy
thing géc v&i AB. x/O\y goi 13 géc phdng cia
nhi-dién,

Cé6 tht tim géc phing clia nhi-dién bing cich
sau nay: cit nhi-dién bing métmit phing thing
géc véi AB. ) Hinh 68

Ta nén nhé ting vi-tri didm O khéng dnh-hudng dén s§ do ctia gbc -
phing : Hai géc xOy v 'Oy’ bing nhau vi o6 canh song-song cing
chidu.

10. 3. NH|.DIEN KE NHAU. :
" Hai nhi~dién k& nhau 1a hai nhi-dién c6
canh chung, mét mét chung va & hal bén ciia
mat chung. : ‘
(P, AB, Q) v2 (Q, AB, R) A hai nhi-dién
k¢ nhau (h. 69). i
: Mudn cong hai nhj-di¢n thl ngudi ta
Hinh 69 dit ching thanh nhj-dién k& nhau.
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Nhi-di¢gn (P, AB, R) trong hinh 69 12 ‘téng cia hai nhj-dien
(P, AB,Q) va (Q, AB, R).

10. 4. SO.SANH HAI NH|.DIEN.

Mudn so-sénh hai nhi-dién, ta dit chiing sau cho ¢é canh chung,
mot mit chung va chiing & w cung mot bén elia mét chung dé.

Trong hinh 69, ta so-sénh hai nhi-di¢n (P, AB, R) va (P, AB, Q),
ta dwroc hidu ctia ching 1A nhi-dién (Q, AB, R). v

10. 5. DINH.LY.

Khi hai nhi~dién béng nhau thi goe phdng clia chiing biing nhau
va déo lai.
I, Khi hai nhj-dién bin

g nhau thi ching chdng khit va géc phing
ciing chdng khit,

2, Gii-str hai nhj-dién c6 gée phing bing nhau. Ta c6 the dit cho
hai géc phing dé chdng khit, Canh clia hai nhi-dién phii tring nhau vi
ching cing thing géc véi mjt clia géc phing tal mot didm. Nhw thé,

hai nhi-dién chong khit dwoc.

10. 6. PHEP DO NH|.DIEN,

DE do nhi-di¢n, ta phdi chon don-vi.

Ngudi ta chon don-vi nhj-
nhi-~dién ma gée phing biing

di¢n nhw say s 18y do'n-vj nhj-dién 1a
do'n-vi gée (tive la gée vudng),

Mét nhj-dien ma géc vgang 201 13 mot nhi-dign vudng,
Géc vudng chia thanh 90 phin bing nhau, mé; phin 13

m§t géc l§.
Nhi-dién vudng chia thinh 90 phin bing nhag, m8i phin 13 mot
- nhj-di¢n |o, SR, i :

'Nht-die.n‘ 10 ¢6 géc phing 1a géc |6, bk 0
~ Nhi-dign 23015'46” o6 gée phing 12 g6é 230 5
Xemthﬁ : 88 do nhl,-dl’p béing s8 do che Ph‘an"g eﬁ et (nennh '
ta khong n6i <nhi-dign bing g6c ‘phings, ta chi néi 15 I’s& do> théi)

okl

46"

i § 2
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10. 7. MAT PHANG PHAN.GIAC CUA MQT NH|-DIEN.

Mit phan-gide clia mdt nhi-dién 1a nira mit phéng phéat-xufit
tir canh nhi-dién va chia nhi-dién lam hai ph#n b#ng nhau.

Liy mot didm M trén mjt phin-gidc R clia
nhi-dién (P, AB, Q) 'r6i ha MH, MK thing géc lin
lwot v&i P va Q. MH va MK tryc-giao v6i AB.
Chiing dinh dwoc mdt mit phing thing gbéc voi
AB tai O. Nhu thé HOK I géc phing cfia nhi-
di¢n (P, AB, Q). OM 14 dudng phén-gidc ctia gbéc

AN S AN
HOK, vi hai géc MOH, MOK bing nhau,
Suy ra MH = MK, nghia 12 M cdach déu
hai mdt ciia nhi-dién. Hinh 70

Bio lai, nés MH — MK thi OM 1 dwdng phin-gidc ciia géc HOK.
Suy ra: OM nim trén mjt phin-gidc R cia nhi-di¢n (P, AB, Q), nghia
14 M & trén mdt phdn-gidc ctia nhi-di¢n. Viy ta c6

DINH.LY.

M#t phan-gide clia modt nhi-dién 1a quy-tich nhirng diém ndm
trong nhi-dién va céch déu hai mit ctia nhi-dién dé. _

BAl TAP

10. 1. Cho ba doan OA, OB, OC théng géc nhau déi mét (ta néi OABC [3 mét tam-
dién ba géc vuéng). Cho biét OA = OB = OC. Tinh s6 do cba nhi-dign
(0, AB, C). e

10, 2. Cho mét géc vuéng xéy. Ngui ta ké mét dwdng théng Oz khdngidu‘ng trong
m#t phing xOy. Géc ctia' Oz v&i mébi dwong Ox, Oy la 600, Tinh sé do cia |
nhj-dign (x, Oz, y) (hdy vé mt gde phdng cba nhi-dign).

10. 3. Cho mét tam-giéc déu ABC, conh la a. Trén duwong théng gée véi mit phéng
ABC ké tir tam O ctia vong tron ABC, ngudita 18y mét diém S. Hay tinh OS
80 cho s6 do cta nhi-dién (S, AB, C) I3 60°. ; ;
ﬁlo. 4. Trong mét mat phéng P, cé mot hinh thoi ABQD conh 13 a. Cho DB = 233‘42—_
Tir tém d6i-xing O cla hinh thoi, ngudi ta ké dwirng théng gée véi P, trén
d6 18y mt diém S sao cho SB = SD = a. Ching-minh réng ¢

‘




A~
1. ASC = 9(o,

2. SC trye-giao véi BD.

3. Nii.dign (B, SA, D) I mét nhj-dign vuéng gdc.

TOAN

Cho mét hinh tir-dién déu ABCD, canh la a, Gof I, J 14 trung-
diém cla AB va CD,

1. Chirng-td réng €ID 1a mot géc phdng clia nhj-dién (AB).

2. Chirng-td rdng mat (ABJ) 1a miét phan-gide clia nhi-dién (AB)
dong-thod 1a mat trung-trye ctia doan CD.

3. Tinh s8 do cia nhj-dién (AB).

BAl GlAI .
1. Géc phing cia nhj.dién (AB).

Trong tam-gidc déu ABC, trung-
tuyén CI ddng-thdi 13 dwdng cao: CI
thing géc véi AB.

‘Twong-ty, DI thing géc véi AB.
Mit phing CID thing géc véi canh AB
cua nhj-di¢n (C, AB, D) vi cit nhj-dién

 thanh géc CID cho nén CID 1 géc phing
cita nhi-dién 46, Chirng-minh trong-ty,

tabiét K]\B 12 géc phing ciia nhi-dién (CD) ~ Hinh 71
2. Mit phan.giéc ciia nhj
TacdCl=DI = ¢

-dign (AB) vd mjt trung.tric cie dogn CD.
3 ;
S Nhgr the tam-giic CID im mét tam-gidc
cln, dinh B I Trung-tuyén I

a&::-ﬁi& 1 phin-gisc cta gée CID.,

o M3t phin-gidc clia mot nhi-dién o6 tht dinh bing clia nhj-diégn
YA dudng phin-gidc ciia mot géc phing. O day, mye :hx-zléc clia nhj-
 dién (AB) dwoc dinh béi AB va Ij. Viy mjt (AB]) chinh 1 mjt phin-

e clshidug (AB). T LT T SR R

+




Ba di¥m A, B, ] khong thing hing. Ching cich dbu hai dibm C v
D (AC = AD, B€ = BD, JC — JD). Viy mjt (AB]) 2 mjt trung-tryc
clia doan' CD, e bt e D

3. $6do cia nhidign (AB). G e i
Ta djt CTD 2 74 Trong 'M.ggé'dp'clbr 17 B tege dbioxing,
Trong tam-gisc quang géc IG, ta 06, i
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11. 1. BINH-NGHIA.
Hai mét phéng dwee goi 1a th&ng gée khi chiing tao nén mgt nhj-~
dién vuéng.
Di-nhién ba nhi-dién con lai ciing vudng géc ci. Vi thé ta néj.‘
duwoc: hai mit phing thing géc tao nén bén nhi-dién vudng (h. 72).
| Ditu-kign dt ¢6 va dii 48 cho mét nhi-ditn vudng 14 : géc phing
ctia 'né vudng. Vi thé muén chirng-minh ring hai mjt phing thing géc
! v&i nhau thi ta c6 the chirng-minh ring géc phing clia mét trong b6n
‘ nhi-dién do chiing tao nén 13 mét géc vudng, »
11. 9. DINH.LY THUAN, L

: Khi hai mit phing th&ng gée véi nhau thi mat no chira mét
duwdng thdng thing gée véi mat kia, s
Coi haj niﬁt phing thing géc
: P, Q ma giao-tuyén 13 D (k. 72). Ta it
hay chirng-minh ring P chira mot
dudng thing géc véi Q. ;

 Liy mét didm O trén D, 404
Trong P, vé OA thing vé&i géc D,
. Trong Q, vé OB thing véi géc D. : )

Nhu th, AOB 13 mét géc phing
clia nhi-dién vudng (P, Q), Do ¢6
Aa\B = 900,

OA thing g6c v6iD vi OB; the 'mj D vi OB 13 hai du'b'ng
~ ddng-qui &‘ttgngQ; Viy OA thing gc P thﬁng_

T&oﬁgf_t\r,v OB ghing-géé véi B,

fin o,
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11. 3. DINH.LY BAO.

Cé hai mét phing, n€u mit no chira mot dwdng théng thﬁng
goe v&i mét kia thi hai mat dé thﬁng géc vé'i nhau,

Gid-str mit P chira duwdng thing OA, vi OA thing gbéc véi mit Q
tai O (h. 72). Ta hidy chirng-minh ring P vi Q thing géc v&i nhau.

Goi giao-tuyén ctta P, Q 14 D (O nim trén D). Trong Q, ta vé OB
thing géc véi D.

OA thdng géc véi Q, nén OA thing géc véi OB: A6\}3 — 900,

OA, OB thang géc véi D va & trong P, Q theo thir-twr. Véy AOB
12 mét géc phang ctia nhi-dién (P, Q).

AOB 12 géc vudng, nén nhi-dién (P, Q) 12 nhi-dién vudng, Néi khic
di, P thing géc véi Q.

11. 4. pHAT.Bléu DOC.NHAT.

Pibu-kién &t e6 va dii dé cho hai mat phing thing gée véi nhau
la: mét no chira moét dwdng thing thing gée véi mit kia. .

11. 5. HE.LUAN 1.

Cé hai mat phing théng gée, n8u tir mét dism trong mit thi
nhét, ta ké dwdng thing gée véi mat thir nhi, thi dwong dé hoan-
todn ndm trong mit thi nhit.

Cé hai m3t phing thing géc P, Q. Ly mét dim A trong P, k& AO
thing géc vé&i giao-tuyén D ctia P, Q (h. 73).
* Theo ditu-kién 3t c6, AO thing gbc véi Q.
" Thé m3 ta biét ring tir mdt didm A, chi k&
duoc mét dirdng thing thing géc véi mit
Q théi. Viy néu tir A, ta k¢ duirdng thing
thing géc véi Q, thi né nim trong P.

~ Ta ciing c6 the néi diéu sau ndy : C hai
mit phdng thing gée. Ndu tir mét digm
clia m#t thir nhét, ta k& dwdng thing
gée véi giao-tuy&n thi dwong dé théing
géc véi mat thi nhi. ;
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11. 6. HELUAN 2

¥hi hai mét phéing c4t nhau cing thdng gée vl mot mat ﬂl
ba, thi giao-tuy#n cha chiing ciing thdng géc voi mat thir ba dé,

Gid-sir hai mit P, Q ciing thing géc V(?/i mit R : (h. 74). Goi giao-
tuyén clia P, Q 12 D. Ta hiy chirng-minh ring D thing géc véi R,

Liy moét diem A trén D, ké Ax thing géc voi R. Theo hé-luin
trén, Ax phai nim trong P, vi phii nim
trong Q, Nhu thé Ax chinh 12D, Ax d3 thing
g6c v&i R nén D thing gée véi R,

11. 7. HE.LUAN 3,

Qua mét dwong théng khong théng
gée v&'i mot mit phéng, ngwii ta 6 thé
vé dwro'e mot mat phing théng gée véi
mat dé, va chi mot théi.

Hinh 74
Coi durong thing D v mit P, Liy mét diem M trén Drdi ha MM’ 1
thing géc véi P. Hai dudrng thing dong-qui
D va MM’ dinh dwoc mét mit phing Q.
Theo diéu-ki¢n dix thi P thing géc véi Qi

Néu M lru-dong trén D thi MM’ cling

P lru-dong, nhung phwong cia MM’ khéng

w ddi (6 1a phirong thing géc voi P). Do d6 o
mit Q khéng ddi. Néi khic di, Q2 mjt

Hink 75 phing ddc nhit ma ta v& duoc, {2

- Néu D théng géc véi P thi bai

todn vo-dinh : ta c6 vo-s5 met phing
chira D va thing géc véi P, ‘ :

11. 8, DINH.LY.

Cé hai mét phéng song-~song, mé#t phéng nao théng gée véri miét

thi nhét thi efing théing gée véri mét thi nhi,
Coi hai mjt phing song-song P, Q vi mét mjt R thing géc véi P

(h. 76). Trong R, ta cbtat vé duwoc dudng D thing géc véi P (11,2)

- Nhu thé né cling thing géc véi Q, R chira dwing D thing géc véi Q
~ nén R thing géc véi Q (| 14:32) : 1 it ;




i
{
1

Ché.y. Khong cd dinh-ly ddo, nghia
12 khong c6 dinh-1y ndy «Khi hai mit cing
thing géc véi mot mit thir ba thi ching

song-song v&i nhau », i :
Sir that thi: «Khi hai mjt cing thing ;

g6c voimét mit thir ba thi giao-tuyén ciia <

ching — néu c6 — thing géc véi mit thir

ba d6».

11. 9. DINH.LY THUAN. Hinh 76
Khi mét dwong thdng va moét mit phing ciung thing gée véi

mot mét phéng thi chiing song-s{mg véi nhau, /

Gia-str dwong thing D va mit phing P
cung thing géc véi mitQ (h. 77), Trong P, ta
vé duwocmét dirong thing D’ thing géc véi Q
(11.2) ; DvaD’ cing thing géc v&i Q nén song-
song v&i nhau,

D song-song véi D’ ; thé ma D’ lai & trong
Hinh 77 mijt P, nén D song-song véi P (4. 4),

11. 10. DINH.LY PAO. ,_
C6 mdt dwong thdng va mét mit phdng song-song, mit phing
nao théng géc véi dudng thing thi eang thing gée véi mét phéng.
Coi dudng thing D vi mit phing P song-song gid-sir; mjt phing
Q thing géc véi D. Ta hiy chirng-minh Q thing géc véi P, :
Vi D song-song véi P nén trong P, ta-vé duwoc mot duong D’ song-
song v6i D, Q di thing géc véi D thi ciing thing géc véi D’ (7.8). ;
Mt P chtra D', thé ma D’ thing géc v6i Q. Viy P thing géc
voi Q(11.3). b e

! - BAI TAP |
1.1, Cho mt té-dién OABC. Ba géc & O déu vubrg, OA = OB =0C =2, Goi -
| I3 trung-diém cda BC. % G 5

A0l ?

1. Chingt0 BC thing gdc v mat (OAD: Nhanxét g1 v& hol me phing ABC,
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2. Duwoéng cao CD  cda tam-gidc ABC cit Al (}.K. ’Chtf'-’lg'fd e fhsﬂp
véimit (ODC), va hai mst ODC, ABC théng gdc vii nhau.

2. Chingto OK thing gée v6i (ABC). Tinh OK vé dign-tich tam-giée -

theo a.

11. 2. Cho mpt hinh tir-di¢n déu SABC. canh I3 a. Goi H I3 tryc-tém cia ABC,
cit BC ¢ D.

1. Ching-t6 BC, AS tryre-giao v6i nhau I3 hai mit phing ASD, BSC

gdc véi nhau.

2. Goi KI5 trung-diém ctia SA, ching-t6 DK I3 duwdng théng théng
chung cda AS, BC.

3. Tinh AH, HS, DK va dign-tich tar;vrgiéc BKC theo a.

4. Dink trén HS mpt dim O sao cho BOC = 900, Nhin-xét gi vé
dién OABC ?

{111. 3. Cho hai tam-giéc can ACD, BCD khéng ciing ndm trong mét m3t phdng, d
chung 13 CD = 2x, céc canh khéc dsi bsng a. .

D

1. ACoi I, 1 13 trung-di&m AB va CD, ching-t réng 1] théng gée véi AB, CD
2. Tamugidc ACD c6 dinh, tam-giéc BCD quay quanh CD. Quy-tich cda di

3. Gid-str hai mit chira hai tam-gisc thdng gdec nhau. Tinh AB, 11, Din[li
edch déu bén diém A, B, C, D. y

-7(51 1. 4. Trong mét mit .phéng P, cho mét vong O dvéng kinh AB = 2a, Léy
: cung BC = a, Trén dwong thing ké to A v6i m3t P, ngudi ta Idy AS

1. Ching-td réng hai mst phing SCB, SCA théng gée véi nhau,

2. H, AD théng géc v6i SC, va AE thing gdc v6i SB. Chitng-td ré

mét phéng SCB va ADE thing géc véi nhau, Ching 13 A/D\E =900, Tinh cée
cta tam-gidc ADEF theo a, N

3. Dinh giao-diém | cia DE vi P, Tink 1B. Ching-t6 Al tigp-xtc véi

11, 5, Tron:‘ mét mit phéng P, cho mot véng trén O. dvdng kinh AB. G(;l
> ntra dudrng thing. thing géc véi mit P, Trén Ax, i » diém
Trén vong trdn, nguéi ta Iy met digm M. el

1. Chéng-ts BM thing géc vsi
. té-dign CAMB? o

2. Hp AH thing gc v6i CB ; AK thay ; i

e Ak ; ¢ vé 4

. thirg gdc v6i mit phing CMB, v CB thang vgs. 2 - Cx cz.z’ I:I’I..h L
Y8 Mol toegle HKMB 3 i (T 970 1Ol it phing AKH, NI

CM. Nhin-xét i v& cée mat cla
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53 A.M. B c,\(‘}-(;'inh. C lru-déng trén Ax. im quy-tich cda K va H.

4. A, B, Cc-dinh. M lru-dong trén vong O. Tim quy-tich cda dwdng thing
“.\ ‘:; A-A‘A~' A4 ~

5. A, B, Ccé-dinh. M lru-dong trén vong O. Tim vi-tef cda M d& cho the.
tich cda hinh thip CAMB cyo-dai.

TOAN

Cho hai mra dwdng thing trwe-giao Ax, By. AB thing gée véi
hai dwdng dé. Trén Ax, ta 18y mot dogn AM = x. Trén By, ta 18y
mot dogn BN = y. Gid~str MN = x -+ y. Bat AB = a,

I Dinh vi-tri eda Ax ddi véi mit phing (ABy). Tim hé-thire
gitra x, y va a.

2. Hai mat phing (ABx) va (ABy) ¢6 thiing gée véi nhau khong?

3. Trén dogn MN, ta 18y di¥m H véi MH = x. Ha HI thiing gée
véi mit phiing (ABy). Tinh HI, Tinh HJ, khodng edch ti H t&i mat
phing (ABx).

4. Ching-td rdng H ndm trong mét mit phing ed-dinh khi
X, y thay dbdi.

BAl GIAI \
1. Vitrf cda Ax d8i véi mit phing (ABy).

Ax thing géc véi AB va trire-giao
v6i By (theo gid-thidt), nén Ax thing
g6c véi mit phing ABy, dinh bdi hai
dwong ddng-qui AB va By.

Ta suy ra ring Ax thing géc véi
AN mdt duwdng nim trong mit (ABy).
Néi khic di, MAN I tam-gidc vudng
géc & A,

H@-thire gitra x, y VA a. Hinh 78
Trong tam-gidc vudng-géc MAN. dinh-ly Pythagore cho ta :
. MN? = AM? + AN?
¥ Nhuwng AN? = AB? 4 BN?
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Cho nén MN2? — AM? + AB? 4+ BN?
hay 1a (x + y? = x* + a® + y* 2

¥
Tasuyra 2xy =ad tircld xy= 5

9. Vj-tri ti-d&i cha hai mst phdng (ABx) va (ABy).

Mit phing (ABx) chira Ax, Thé mi Ax thing géc v&i mit
(ABy). Viy mit (ABx) thing géc v&i mit (ABy).

Twong-tw, ta ciing néi dwgc ring : mit (MAN) thing géc vbi
(ABy), giao-tuyén 12 AN,

3. Trj-s8 cha dogn HL

Vi mit (MAN) thing géc véi mit (ABy), nén khi ta ha HI ¢ .
géc véi mit (ABy) thi HI hodn-todn nim trong mit NMA, va I
trén AN,

Hai tam-gidc ddng-dang NHI vi NMA cho ta :

HI NH B oy
AT NS +
Do 6 Hi— %Y

; X+y
Tri-s6 cia dogn HL. !

Ta ha HJ thing géc véi mit (ABx) Tuwong-ty nhy & phin
ta biét J nim trén MB, L5 e T

Hai tam-giic dong-dang MH] vi MNB cho ta:

HJ MH HJ L -
— hay P ST

L e e

 Bedss i gy Sy

e 10 M) 4
44 H&inn mﬂ"“’l’h‘nﬂo&ﬂnh. ; :

5 .Tabiit m HJ‘
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Sw chiéu mét dwong thing

12. 1. DINH-NGHIA.

Hinh chi&u théng géec (hay trwe-giao) chia digm A xuydng mit
phing P 13 chén dwéng thdng géc Aa ha tir A xudng P (h. 79).

P goi 12 mgt chifu. Aa goi 13 dwong
ddu dnh. Néu khdng c6 gi nhim l13n, ta cb
th® thay danh-tir (hinh chiéu thing géc”
bing <hinh chiéu».

Néu A & ngodi P thi A khéng tring
vcu a. Néwa & trén P thi A triing véi a

MOt di®m A chi c6 mét hinh chiu a.

Hinh 79 Nhung mét ditm a ciia P 13 hinh chiéu cia
v6-s8 ditm A va nhitng didm A d6 nim trén duwdng ax thing gbée véi Pei

Hinh chiéu éta mgt dwiorng cong la quj-tich hinh chiéu ‘cia moi diém
ctia dwirng cong dé.

12. 9. DINH.LY.

Hinh chigu ecia mét dwdng théng
xudng mét mit phing thu'o'ng thu'irng g
1a mét dworng théing.

Coi mét duirdng thing dmh bc’n hai
ditm A, B. Gia-str mit chiéu P khong thing
géc véi AB. Hinh 80

- Liy mét diim C trén AB, hinh cbiéu ctia A, B, C lin-lwotla a,b, c.

Aa va Bb dinh dwgc mét mijt phing Q thing géc véi P, Vi thé, :
dwong thing Cc nim trén Q. Do d6, ¢ nim trén ab »




Biy gid liy mdt di¥m n trén ab. Puwdng thing géc nx véi P, 'k
tir n, phdi nim trong mit Q, Cc va nx song-song. Trong Q, Cc d3 cit
AB nén nx phai cit AB tai N.

Nhw vay n 13 hinh chiéu cia N.

Xem the, bit-cr diém C ndo ctia AB ciing chiéu thinh mét didm c
clia ab, va bit-cir di®m n nio clia ab ciing 1A hinh chiéu clia mét di¥m
N liy tcén AB. '

Vay : hinh chi¢u ciia mdt dwong thing thudng 13 mot dwong thing,

Khi AB song-song v&i P thi nd song-song véi hinh chidu chané,

Khi AB thing géc véi P thi hinh chiéu ctia dwong A chi 1 mjt
diem, d6 13 trwong-hop riéng,
12. 3. DINH.LY. ;

Hinh chi€u etia hai dwdng thdng song-song xudng mét mat
phing thwéng thwdng 1a hai dudng thing song-song,

Coi hai duwong thing song-song AB vi CD
khong thing géc véi mit chiéu P (k. 81). Goi
hinh chi€u ctia hai dwong thing d6 13 ab va cd.

Coi hai mit AaBb va CcDd. Chiing song-
song véi nhau vi mjt ng chira hai dwong thing
ddng-qui song-song véi hai duwdng thing dong- -
qui ctia mit kia (AB song-song v&i CD; Aq
song-song v&i Cc).

P cit hai mijt song-song d6 theo hai
cd song-song v&i nhau,

Khi AB va CD cing thing géc véi P thi hinh chif oia chiag s
lai 13 hai di¥m, d6 13 trurdng-hop riéng, B

(Nén chu-y réng dinh-ly dio khong diing).
12. 4. CHU.Y.,
Cé mot da-gidc phdng ma dién-tich 13 of,
mit phing, ta dwoc mot da-gidic méi ma dign-tich 1y J « 12 gé
v . g . 4 3 X i n
5 phang cu,a‘n‘h_;:dzen‘nhpn» hop bdi mit da-gidc va m3t chléu.GQ s
. “Ta cb cong-thirc: : 2 :

; d".=~d, Cos o F 3 k Sy f'; _7

giao-tuyén ab vi ad. Viy abvd
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BAI TAP

12. 1. Muén chigu mot hinh tam-gife ABC xuéng met myt phing th! phdi lam thé

nio ? Ching-mink ring hinh chiéu cda met tam.gide ABC xudng hai mijt
song-song thi lvl‘ng nhau,

12, 2. Cho mpt mit phdng ndm ngang H, trén d6 od mot didm A’ Goi A’ nhe hinh
chidu cin mot didm A xuéng H. Bigt A’ tht ¢6 tim thsy A khéng ? Biét
A’A == + 2 (hai don-vj) thi cd tim thiy A khéng ? (Ldy chidu dwong tir dwéi Ién trén),

12,3, Cho mot hinh binh-hinh ABCD va mét myt phdng P. Chéng-minh ring hinh
chigu caa hinh binh-hanh dé xuéng P thudng thwdng 18 mot hinh binh-hanh
A’B'C’D’, Chéng-minh ring AA’ + CC’ = BB’ + DD’,

12, 4. Cho mét gée vuéng ABC, va mt myt phdng P. Gis.s» conh BA song-song véi P
1. C6 thé néi gi v d‘u-o'ng BA va hinh chiéu B'A’cia né xuéng P?

2. Ching-minh ring B’A’ théng géc véi mit phing AAC'C? (C’ I3 hink
chiéu cba C xuéng P). Suy ra ring A‘B'C’ I8 mpt gde vudng. )

12, 5. Cho m¢t tam-gifc cén ABC (AB = AC). Ké dwdng cao AH. Goi P I3 mét
mit phdng chta AH, Chisu thdng B va C xuéng P thanh B’C’, So-sénh
BB’ va CC’. Tam-giéc AB’C* cé phdi I3 tam-gidc cén khéng ? \

12. 6. 1. Cho mt gde vuéng xOy. Mgt dogn CD c6 chidu dsi khéng ddi Is ZJ
C chgy trén Ox ; D chgy trén Oy. Tim qup-tich trung-didm [ cta CD.

2. Cho hai nira dudrng thing tryc-giao Ax, By : AB 13 dogn thing gde chung,
dst AB =a, Mot didm C chpy trén Ax; mt didm D chay trén By, cho biét CD = 2l i
(dogn khéng ddi). Tim quy-tich trung.didm | cda CD (nén chidu xubng mu trung- i
trung tryc AB),

"TOAN

Cho mdt hinh vudng ABCD & trong mdt miit P, K& bdn nira
dwdng thidng cing & v8 mt phia elia miit ABCD va thdng gée vél
mit ABCD, Mot mit phiing Q ot bdn dudng dé & A' B’ C' D' (A’ \rng
véi A VeVeu)s

1. A’B'C'D’ I hinh g1 ?
_ Chirng-td réing AA’ + CC' = BB' + DD,

2. Gid-sir AA’ = BB', A'B'C’'D’ 1a hinh g1 ?

3, Gid-sir AA’ = CC', chitng-minh réing A’B'C'D’ 1d hinh thol,




~
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BAI GIAI

1. Hinhtinh clia trgibe A’BCD,

Bbn dwbng AA’, BB, CC’, DD’ cling
thing gbc v&i mit phing P nén song-song
v&i nhau,

Coi hai m3t phing AA’D’D v4 BB C'C
chtng song-song v&i nhau vi mit no cb
chirahai duéng thing dbng-qui song-song
v&ihai duimg thing dbng-qui clia mit kia
(A4’ song-song véi BB ; AD song-song véi Hinh 82
BC, cznh ciia hinh vubng).

| M3t Q cit hai mit song-song néi trén theo hai gizo-tuyén A'D’ vi
f BC, nén A’ song-song véi B'C, ;
Tuong-ty, A'B’ song-song véi D'C’,

Ttegibc A'B'C

‘D’ ¢b cic cznh song-song d6i mét, nén 06 1B mht
hinh binh-hinh, %

Hithéc AA” + CC’ = BB’ 4 DD, -5

Trong hinh thang AA'C’C,OO’Bdéyttnng-binhdwnAn:
oo'=‘L‘2fE'

(1
Trong hinh thang BB'D'D, 00" 1 diy trung.bink cho neg s
BE' 4+ DD’
oy =224 DD @
So-sénh hai hé-thtrc (1) va (2), ta ot ;
: AN 4 CC'= BB 4 DD

P néa BE'thing ghc 61 AB, mit utmgy wong B, o =

s

IR

Ka
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AB vira thing géc véi BC, vira thing géc véi BB, nén AB thing
g6 véi mit phing BB'CC’ dinh béi hai dwong ddng-qui BCva BB

.Suy ra AB tryc-giao véi B'C’.

Thé ma A’B’' song-song véi AB.

Vi thé A'B’ thing géc véi B'C..

Hinh binh-hanh A’B’C’'D’ c6 mdt géc vudng (A'B'C' = 900) nén.
n6 12 mét hinh chir-nhit,

3. Hinh-tinh cia tir-gidc A’B‘C’D’ khi AA’ = CC".

Khi AA’ = CC’ thi A'C’ song-song véi AC tirc 13 O'C’ song-song
véi OC. Theo gid-thiét thi CC' thing géc véi P. Vi OO’ song-song véi
CC’ nén OO’ ciing thing géc v&i P, Do d6, OO’ thing géc véi OC.

OC vira thing géc véi OO, vira thing géc véi OB (tinh-chit
duwdng chéo cia hinh vuéng) nén OC thing géc véi mit phang BOO!,
tirc 12 mit phing BOO'B'.

Ta suy ra rang OC trirc-giao v&i O'B’. j
Thé ma O'C’ song-song véi OC, nén O'C’ thing géc véi O'B’

Hinh binh-hanh A'B'C’'D c6 hai du'b‘ng chéo thing géc nhau, viy né : o
1a mét hinh thoi. :




=

13

Goc cia mét dwong thing
va mét mit phing

13. 1. DINH.-NGHIA.

Gée clia mot dwdng thdng va mét mit phing la gée nhon tao
_b&i dwdng dé va hinh chidu cta né xudng méit phing.
Treéng-hop riéng 1. Néu dwdng D song-song véi mit P thi
g gée ctia D va P Ia 0o,
Trwrong-hop rieng 2. Néu duwdng D thing gée véi mat P thi
hinh chigu etia D 1a mot digm 3 tuy nhién, ta e néf ; Gée edia D va

P la 900, vi D théng goe véri moi dwong thing & trong P di qua
chén né,

_ @9. DINH.LY.

Gée ciia mot dwong thdng va mét mit phdng thi nhd hon gée
_ clia dwdng thing dé véi bit cw du'd'ng nao ké trong mét phéng
khéng song-song vé4i hinh chigu etia dwong néi frén( :

Dudng thing D cit mit phing P tai O, f

Liy mét ditm A trén D, 1o ha AH ’
. thing géc véi P,

Goid 1a mot dudng thing bit ky trong

P va khéng song-song vé&i hinh chiéu OH
eqa'D, i - :

' Gécnhon A6\H=al§gécvcﬁa D‘\;éP. G

; K¢ Ox song-song véi d, Ox dmg trong P H : N “
| : ; - Ha AK thing ;
Ox. Géc nhon AOK = 612 géc ciaD va g, o 8.}8'6_c ‘fﬁ“_‘ _

Taybdy chimpminh deg e p

Hinh 83

& '
i
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Hai tam-gidc vudng géc AOH vi AOK cho ta:
; A AK
SN o — e i —
Y Qe ey

Nhung vi AH < AK (doan thing géc va doan xién d6i véi mit
phing P) nén ta suy ra:

AH AK

ey <_

OA OA

hay sin @ < sin g

(2 va g 13 hai géc nhon). Do d6 a < B
Chi-y. tga = p goi 1a db dde eia D déi véi P.

13. 3. UNG.DUNG.

Cach tinh chiéu dai hinh chigu eia mét doan xudng mét mit
phéng.

Mot doan AB chiéu xuéng mjt phing
P thanh A’B’. Goi géc ctia durong thing AB
véi mit P12 @, Ta hiy tinh A’B’ theo AB A H
va a (h. 84).

Ha AH thing géc véi BB'. Tam-giic
vudng géc AHB cho ta:

AH = AB.cosa T
A Hinh
Nhung AH— A'B’ (chir-nhit AHB'A") i
nén A'B' = AB.cos &
BAI TAP

? 5, Ox
13, 1. Cho mét géc nhon xOy. P Ia mt mit phéng chza Oy ma ,lrhon? chéa Ox,
]’,5: (m)x, gg, 5y mét diém A, va chiéu A xuébng P thanh A’. Trén Oy, ta léy

mét diém B sao cho OB = OA".
So-sénh hai tam-giéc AOB vé AOA".
lai dinh-ly d5 hoc trong béis

an-gléc Oz ciia-géc
13, 2, Ch éc xOy & trong mit phéng P. Ta ké dudng ph‘an gl ia g
46 367?! f,,“ phéng Q chta Oz vé théng géec v6i P. Goi A I3 mét digm &

3 A A
Két-luén gi vé hai géc AOB, AOA’? Tim

trong Q. Ching43 réng dirdmg OA tgo v6i Ox, Oy nhitng gbc béng nhau.




13. 3. Cho mot tam-gide déu ABC. Mot mit phdng P chia BC nhung khéng chéa
A. Gid-st hink chidu cia ABC I3 mgt tam-gise A‘BC vudng gée & A’, Hay
tinh géc cla dwdng cao AH va ctia canh AC véi mit P.

13. 4. Cho mét hinh vuéng ABCD ma canh I3 a. Trén dudng théng gée véi m(t
hinh vuéng ké t A, ta I3y dosn AS bing AB.
1. Tinh géc cda SB, SC, SD véi mst hinh vuéng.
2. Tinh dign-ttich toan-phsn ctia hink thip SABCD (theo a).

TOAN

Trong mdt mat phéng P, cho mdt gée xOy. Gol Oz 12 mdt nira

dwéng thing phat-xufit tir O va khong ndm trong P. Trén Oz, ta
18y mét digm A.

Chi€u thdng di¥m A xudng mat P thanh A’, xudng
Ox thanh M, xudng Oy thanh N. ;

1. Tinh tri-s3 clia mdi géc OMA’, ONA.
2. Cho bigt x03 — YOz = = (« 1 mdt gée nhon),
Chirng-td réng OA’ 1a dwdng phan-gige elia gée x/()\y
3. Van cho x/ay =y0z = a (« nhon) va cho thém ﬁy: 900,
Goi gée clia dwdng thing Oz véi mat P 1a g, Chirng-td réng.

cos B =y 2. cos a
Khi « — 800 thl A 1a bao nhiéu ?

BAL Gl
1. Tris5 cie m3i g6c OMA’, ONA".

: AA’ thing géc véi mit phing P

- nén AA’trire-giao v&i moi durdng thing
‘dyng trong P. N&i rieng ra, AA’ trye.
giao véi OM, ON va thinggéc véi OA’,

oM

vira thing géc véi AM, viea




i {
Méf khdce di, géc OMA’ 12 mét géc vudng.

N
Twong-twr, goc ONA' ciing 1 mot géc vudng.

g, Buwong phén-gidc ctia g&c x/(?y.

Coi hai tam-giic vudng géc AOM vi AOH Chung c§ canh huyén

OA chung va géc nhon & O bing nhau (sz. = yOz theo gid-thiét).
Viy ching bing nhau vi ta suy ra OM = ON.

Coi hai tam-gidc vudng géc A'OM va A'ON. Chiing o6 canh huyén
oA’ chung va OM = ON. Viy ching bing nhau vi ta suy ra

MOA’ — NOA’,
Do d6, OA’ 1z dwdng phin-gidc trong cia gée x??y.
3. Hé-thirc gitra @ va 8.

Géo clia dudng OA véi mit P lﬁ géc nhon hop b&i OA va hinh_
chiéu OA’ ctia né xuéng P. Viy AOA' ST

Trong tam-giic vudng géc AOA', ta chd:

cos B = — e L
OAc g b o
Trong tam-gidc vudng géc AOM, ta o6 : '

" COS & = —u

: OA G
‘ : cose _ OA' oM oA
uy ra e OA OA OM }

' Theo gi-thiét thi xOy = 9oo 'ru-giéc phing OMA'N c6 ba géc
vudng & O, M. N va hai qnh lién-ﬂép bing nhau, nén né lA mdt hinh
vudng vi ta. suy ra o

ik oK _omyz 2o

Saltxaeis




cos g OA
cos« . OM
Va cos B =v/2. cos &

Khia = 600 thi cosa = 1/2, do d6+

! i ‘_/2_ Ty
OOSﬂ: 20‘—_—=————= s oo
Sy .\‘/ - w cos 45
8 12 géc nhon, tasuyra g = 450.,"-.
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Phép doi-xrng

14. 1. DINH.NGHIA.
1. PHEP DOI-XU'NG QUA MOT BIEM.
Cho mbt didm cé-dinh O. Goi M 12 mdt di¥m bit-ky. N&i MO rbi
kéo dai mot doan OM’ = MO (h. 86).
M’ goi 1a dim déi-xirng cia M qua tdm O. O 13 tam ddi - xirng.
Hai dism M, M’ goi 1a d8i-xirng nhau qua tdm O khi O la trung-~
ditm ctia doan MM’. :

Néu M vach nén mét hinh (F) thi M vach nén mot hinh (F). (F")
goi 12 hinh déi-xing ctia (F) qua tdm O.

“Hinh 86
2, PHEP BOI-XU'NG QUA MOT TRUC.
Cho mdt durrdng thing c8-dinh D. Goi M 13 mét didm bit-ky. Ha
 MH thing géc voi D rdi kéo dai MH mot dogn HM'" = MH (h. 86).
M’ goi 13 diém ddi-xing cua M qua truc D. D 12 true d8i-xirng.

Hai di¥m M, M’ goi 1a d8i-xirng nhau qua true D khi D la duwdong
trung-tru'e etia doan MM’ : -

Néu M vach.,néh-mét hinh (F thi M’ vach nén mdt hinh (F). (F)
goi 13 hinh d6i-xing cia (F) qua truc D, v : 25




. chdéng khit len (F) bing mot phép
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3. PHEP POI-XIYNG QUA MOT MAT PHANG.
Cho mot mit phing c6-dinh P. Goi M 13 mot diém bit-ky, Ha MH
thing gbéc véi P roi kéo dai mét doan HM' = MH (h. 86).
M’ goi 12 diém doi-xirng cia M qua mit P ; P goi 13 mit ddi~xteng.
Hai diém M, M’ goi I2 d8i-xirng nhau qua mat phing P khi P 1a
mit trung-trwe ctia doan MM,
Néw M vach nén mét hinh (F) thi M’ vach nén mét hinh (F’). (F’)
goi 13 hinh ddi-xirng ctia (F) qua mit P.

14. 9. DIEM KEP CUA PHEP POLXUNG.
Trong méi phép d8i-xirng di néi teén, néu M’ tring véi M thi ta
néi ring M la mot diém kép.
Trong phép d8i-xtng qua dim O, chi c6 O 14 di¥m kép ma thai,
Trong phép ddi-xirng qua truc D, c6 v6-s§ ditm kép nim trén D:

Trong phép d8i-xirng qua mit P, c6 vb-s6 ditm kép nim trén P.

14. 3. HINH BOLXUNG NHAU.

Nhitng diéu ta néi sau day c6 gid-tri trong Hinh-hoc khéng-gian :

1. Hai hinh db]-xu'ng nhau qua mét diém khéng thé& chéng khit -
1én nhau. dwgre. .

Bi khong chdng khit, ching khdng dwoc coi 1a bang nhau. Coi hai
tir-di¢n ABCD vi AB'C'D’ d8i-xirng
nhau qua A, ching c6 cic phin-tir
' bing nhau (canh, géc, mit v.v...)
nhung khong the chong khit 1én nhav
duoec.

2. Hai hinh dbl-xu-ng nhau qua
moét true eé the chdng khit 1én nhau
dwoe.

Thit viy, ngudi ta c6 the 4 (F)

- quay 1800 quanh truc d8i-xirng. 2 Hinh 87
. 3. Hai hinh diﬁ-xu-ng nhau qua mot mat ph&ng khOng ehang e
khit 1én nhau dwere, : Gt

Thl-du Qua mit gu-o'ng phing, hinh ctia tay tréi 1a tay phii
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4. 4. TAM, TRUC, MAT DOLXUNG CUA MOT HINH.
1. Khi thwe-hién phép ddi-xirng qua mot dim O, ma hinh (F)

bi#n ngay thanh chinh né thi ta néi réng (F) nhan diém O lam tam
ddi-xwng.

Thi-du: Tim ctia mét hinh ciu 13 tam d8i-xirng ctia cia hinh d6,

2. Khi thwe-hién phép ddi~xwng qua mot duwong thﬁnﬁ D, ma
hinh (F) bién ngay thanh chinh né thi ta néi rdng (F) nhan dwong
thing D lam truc ddi-xirng.

Thi-dy : Pudng cao ctia mot tam-gidc can 13 truc d8i-xirng cia tam-
gidc do.

3. Khi thwe-hién phép ddi-xng qua mot mat phéng P, ma hinh
(F) bi&n ngay thanh chinh né thi ta néi réng (F) nhan mat phéng P
1am mét d3i-xwng.

Thi-dy: M3t phin-gidc clia mot nhi-di¢n 13 mjt d8i-xirng ctia nhi-
dién d6.

BAI TAP
14, 1. Ch&ngfminh réng diém déi-xing cda tryc-tam H cda mét tam-gidc ABC qua
céc canh thi & trén vong ngoai-tiép véi tam-gide dés ; :
Goi O I3 tamvong, R I3 bén-kinh vong, A’l3 déi-xing cla H qua BC. Chéng-
minh r3ng : OH2 = R2 + HA X HA". :

14. 2. Cho mét tam-dién ba gdc vuéng Sxvz. Cst ta;n-dién bsng mot mit phéng thi
dvoc mot thiét-dign tam-gise ABC. Chigu théng diém S xubng mdt ABC
thanh H. Chéng-minh réng : ;
1. H I3 tryc-tém cda tam-gisc ABC.
1 1 1 1
2 gp=sm st s 2 )
< 1 ¥ iy < 2
14. 3. Cho mot hinh vudng ABCD, canh a. Trén dwong thdng goc v&i mat glﬁng
ABCD, ké tir A, l5y AS = a. Coi hinh thép SABCD. Nt
1. Chéng-té ring SAC 5 mit phéng d6i-xdng cia hinh thép SABCD. :
2. Ching-td r3ng cée mit SAD, SAB, SBC, SDC Ia nhﬂvfg tam-gidc vudng gde
3. Tinh dién-tich todn-phdn cia hinh thép SABCD. " :

4. Tinh 56 do cia hai nhi-dién canh (AB) va canh (SC):

\




,,,,,, ket 1, lsy IA=ID

f G g &
g goc viill k& &, 15y JC = JB.

héng song-song véi BC. Chéng-i6ring AB— CD va AC = BD

iy

= ;2
7 Sur dOi-xirng gua mt crrong thing.

=2 ",s
14. 5. Cho mot tir-dign SABC, trong d6. SA = SB = SC =2 va ASB=90%"
~ .
ASC = CSB = 60°.
1. Tinh cic canh cia tam-gisc ABC.

2. Chéngts rdng SC v AB trrc-gizo véi nhau.
3. Tim nhirng m3t trung-tryc cte AB va SC. Iim nhirng mat d6i-xing cda té-

dign SABC. . :
4. Tim mét tryc d8i-xing cia té-dicn SABC.

TOAN

Cho hai tam-gide can MAB, PAB, dy chung 13 AB — 2a, chidu
eao 13 MI= PI —x. S3 do nhi-dién (M, AB. P) I3 800,

- Chirng-td ring AB va PM trire-giao véi nhau, Goi J 12 trung=
di€m etia PM, chirng-td ring IJ thing gée véi AB, MP, va IJ 1a true
ddi-xing ciia hinh tir-dién ABMP,

Tinh 1J theo x.

2. Tinh theo a va x, th&-tich eda khd; tir-dién ABMP Vi ve o
dudng bifu-dién s bign-thién cda' thi-tich dé khi x thay ddi-
@ khéng ddi), ¥

3. Tim mét gée phing efia nhi-dién (A, MP, B). Tinh x theo a
d& cho s3 doedia dién dé — 13 900, : g

— 12 600,
_Trong trudng-hgp s5 do edia nhi-dién néj , tim tan
hinh eliu ngoai-tidp cita tir-dién ABMP, m“ “o_-ﬁmu-‘!
: BAI GlAI
1. Pheong cia AB va PM. ; =
: -MhﬁuakWHqunhaMnmuﬁgkﬁunhAB
| tregiao v6i PM, canh thir ba cia tam-gide g5, e

~
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Ciing vi AB thing géc v&i mit phing PIM nén AB thing géc véi I,
mdt duwong nam trong mat dé va 0 b
di qua I. PIM 12 mét tam-gidc can
dinh I, trung-tuyén IJ dong-thoi 1a
duwong cao, nghia 1 IJ thing gbc
véi PM.

Tém lai, IJ 1a doan thing géc
chung va dwdng trung-triec chung
ctia AB va PM.

Tryc d6i - xitng clia  té-dign
ABMP.

1J 13 trung-trec ciia doan PM;
nhir thé, P va M d8i-xtrng véi
nhau qua duong IJ.

B

Hinh 88

IJ ciing 13 trung-trc cta doan AB ; nhw thé, A va B d6i-xirng

v&i nhau qua duwong IJ. e ;
Vay, IJ 1 truc d8i-xirng cla tir-dién ABMP. ? il
Ché.thich. Tt-dién ABMP cdn c6 hai mit d8i-xérng 13 PIM va A]B. ;

Tri-s6 ctia J.

PIM 12 mét géc phing ctia nhi-di¢én (M, AB, P).. Vi thé ta 06

bIM _ 600 (theo gii-thiét, s do ciia nhi-dién 13 600). PIM.1a mbt
tam-gi4c cin, nay c6 mdt géc bang géc 600, nén né thanh mot. tam-giac
déu ma canh 1a x, Suy ra

1J— xv 3

: ; 2
9. Thé.tich cia khdi ABMP.

The-tich ¢ ctia khéi AIMP a:
. -;_ AI y dt (PIM) [dt: dien-tich]

1 By

b V3 _ ax®V3
3 4 12
Thé-tich QW clia khéi ABMP 1 U = 2.
tu'clh : Cv=‘?"2‘/3=i‘f§ 8
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P6 13 mdt ham-s8 bic hai cia x, Khi x bién-~thién tir 0 dé'n
thi € ddng-bién tir 0 dén + oo.
Duong bidu-dién 13 mot nira parabol nhw & trong d6-thi
; 3. Géc phdng cia nhj-dién (A, MP, B).
{ Hai tam-gidc cin PAB, MAB bing nhau,
canh ddy 13 AB = 2a, cic canh con lai 1a
PA — MA = PB = MB :‘/(12 =+ X2,
Trong tam-gic cin PBM, (dinh B), trung-
tuyén BJ ciing 13 dwdng cao, nghia 1a BJ
thing géc BM. Tuwong-tw, AJ thing géc :

véi BM,
o

P Nhu thé géc BJA 1 mét géc phing cia :
; ahi-dien (A, MP, B), - Hinh 89
Mot didu-kién dt c6 va di de B]A 900 Ia JI = AB (dung
gidc can AJB) tirc 13 B : :
e : o
xX¥3 g suy ra x — 2av3
2 8y
Mt didu-kign dtcs vi di A2 EJA = 6001 — ABYT (fune
gisc ddu AT tic 1 :

= a\/3_ suy ra x =_2a°

Tém cia hinh cau (qua b6n diim ABMP).
Ta gl O 1 trung-didm cua doan 1.

N trung-tryc ciia 4 e
& » AB va PM. O & trén IJ nén OA = O

Haitgm-glécvué 6 AT
e ng géc OIA va OJp bing _nhau._t VilJA=a

"_Tasuyra - OA= op
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TOAN

Mdt dwong thdng x'x thing gée véi mét mit phing P ed-dinh
tsi di®m S e8-dinh. Trong P, ¢6 mdt dudng thing ed-dinh y'y khéng
qua S. Ta coi gée vudng dinh S guay gquanh S va ndm trong P. Hai
eanh elia gde d6 edt y'y tai B, C.

1, Goi A 1d mot di¥m c3-dinh trén x'x. C6 nhén-xét gi v hinh
tam-dién SABC ? Chirng-td ring :

AB2 + AQ — BQC2 1a mét hiing-sd.

2. Ha SH thing gée véi mat phing ABC. Ching-minh ring H
13 trwe-tdm ela tam-gise ABC.

3. Goi B' va C' 13 chan nhirng duwdmng cao ké tir B va C eda tam-
" gige ABC. Quy-tich ela B'. C. : B

4. Goi K I1a di®m d8i-xing ela H qua y'y: K ¢6 nim trén vong
ABC khong ? Quy-tich clia tdm vong ABC.

BAl GIAI

1. Hinh-tinh cia tam.giac SABC.

AS thing géc véi mit phing P
tai S nén AS thing géc v&i SB, SC
(hai durdng thing ndm trong P va di
qua S). BSC — 900 theo gii-thiét.

Ta suy ra ring SABC I3 mét tam-
didn ba gdc vudng.

Bidu-thic AB2 + ACC — BC2

Ap-dung dinh-ly Pythagore vioba " Hisk 90
tam-giic vudng géc ASB, ASC, BSC, tacd :

3 BC’=AS’+ 6 ‘;




 dugc trong mét vong tron, Néi khéc di,
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2. Tryctdm cta tam.gidc ABC.

Khi ta ha SH thing véi mjt phing ABC thi H 13 didm cS-dinh
(vi'S, A va 'y c8-dinh), Ta hiy chirng-minh ring H 1a trirc-tdm cha
tam-giic ABC.

SH thing géc véi (ABC) nén SH trwe-giao véi BC.
AS thing géc véi (SBC) rén AS trye-giao véi BC,

BC vira trie-giao véi SH, vira trirc-giao véi AS, nén BC th&ng
g6c v&i mit phing ASH (dinh bdi hai duwong ddng-qui AS, SH) tai mét
di®m ma ta goi 1a A",

Do d6, BC thing géc véi AH (hay AA’), Néi khic di, AH 13 mjt
duwdng cao cfia tam-gidc ABC, ] i

Ta n8i CH, cit AB & C'. Chirng-minh gidng trén, ta biét ring CH
(hay CC’) 1a mot dwdng cao c(;a tam-gidc ABC,

H 1a giao-di®m ctia hai duwdng cao trong tam-giic ABC, néz; HB
. trire-tdm cla ABC,

" 3. Quy-tich ciia B’ va c.
Trong mijt phing Ay'y, hai di®m B’ vA C’ nhin doan AH c8-dinh
duéi mét géc vudng. Qu-tich chung ctia B’ v3 ¢ 13 vong tran dudng
kinh AH dyng trong mit phing Ay’y, i

Ta nén nhin-xét ring khi C tign 164 A" ¢ B tién Resn .
C' tién t6i A, va B’ tidn t61 H, e b S o ;

; 4', Victri caa K.

xXirng ctia
qua y'y), Ta o6

(d8i-xirng qua Y'y). Suy ra
B3 = Ay Ttr-gidc chéo BKAC c6 hai
86¢ 481 bing mhau, viy né nei.tigp

véng tron O di qua A, B, C ciing phai

diquakK,



Quy-tich cda O, ‘ Yk M
A va H c8-dinh, 'y ciing es-a;nh
K 12 ditm d8i-xtrng clia H qua yy nén cﬂng cé-diuh

Vong tron O luu-déng trong mit phing Ay 'y va qua hai Rm c5-
dinh A,K., O cich déu A vi K nén qu?-t(ch cua o li du'bng, trung-tryc
ctia doan AK, dvug trong miit phing Ay' i
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Hinh lang-trg |

15. 1. DINH-NGHiA. A
1. Mat lang-tru 12 mat gay nén béi mot dwdng thing A chuyén
dong theo hai digu-kién :
— /\ song-song véi mét phwong d.
— A duwa vao mét da-giac phing (G).
Mit phing cha (G) téc ABCDE
khong chira d v khong song-song v&i d.
A goi 12 dworng sinh. (G) goi 13 dwong
chu#n.
Nhitng dwong nhe AA’ goi 12 canh.
Nhitng gidi nhw (AA', BB’) goi 13 mat.
2. Dung mét mit phing khong song-
“song véi d d& cit mit ling-try thi duoc

mot thi&t-dién phéng. Hinh 92

- Ding mot mit phing thing géc voi d d¥ cit miit Ling-try thi dwoc
mdt thigt-dién thing. S ;

3. Hinh lang-tru I3 e3-the gidii-han bé+i
- thi&t-dién phing song-song.

. Hai thitt-dién goi I3 ddy. Mbi mit bén 1Ir e
Nhirng doan nhuw AA’ goi 13 canh bén. ‘ W 4

i Khoéqgié%h gitta hai déy goi 1 chi¥u cqo. .
ews Hinh 15!19_-'&’!,! dirng 12 mét hinh lang-tru trong dé cde
bo thing géc v61 day. M3i mit bén 1 mot Kinh chtvnhat,

5. Hinh ling-tru d8u 13 mot hinh Iang-try ding trong dé
0t hinh da-gide 151 d8u. Cie mat ben 1A nhing Mok oro

g nhau.
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6. Hinh lang-tru cut Ia mét c6-th& giéi-han béi mot mat lang-
tru va hai thi€t-dién phéng khong song-song. Méi mat bén 1a mot
hinh thang (doi khi la tam-giac).

Hinh 93

15. 2. DINH-LY.

Hai thigt-dién phdng song-song cfia mét mat lang-tru 12 hai
da-giic bing nhau.

Cic canh bén nhu AA’, BB'.., bing nhau vi ching 12 nhitng doan
song-song chin b&i hai mit phing song-song (h. 92).

Do d6, cic mit nhw ABB'A 1a nhitng hinh binh-hinh. Suy ra
AB = A’B’, BC = B'C’ v.v... ]

N AN

Hzi gbéc nhw ABC va A’B'C’ v.v... ¢6 canh song-song ciing chitu
nén bing nhau, ;

Do d6, hai da-gisic ABCDE va A'B'C’D’E’ bing nhau vi né cic
canh bing nhau d6i mdt, ké nhitng géc bing nhau ddi mot, »

Ta c6. thé mang hinh ABCDE dén chdng khit vé&i hinh A'B'C’D’E’
bing phép tinh-tién theo vector AA’. o
15. 3. HE.LUAN. )

Hai thigt-dién théng clia moét mdit ling-tru 12 hai da-gide
béing nhau. : FieA

Thiat véy, hai thiét-dién thing 4t phai song-song,

Hai thiét-di¢n thing song-song phii bing nhau theo dinh-ly trén.

15. 4. DINH.LY.

 Dién-tich xung-quanh ciia mét hinh lang-teu biing tich-s8 mt
canh bén véi chu-vi mét thidt-dién thédng. .
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Coi hinh ling-try ABCDE A'B’C'D'E’, goi thi€t-dign thdng 1A
MNPQR. Nhitng doan nhe MN thing gdc véi canh bén AA’, BB’ v.v...
Ta rach hinh ling-try theo canh bén AA’ rdi gidi ra trén mot mit phing,
Nhu the goi 1a khai-trién bé mit xung-quanh ctia hinh ling-try,

Dign-tich xung-quanh cta hinh ling-try bing tdng-sd dién-tich
nhitng hinh binh-hanh nhw ABB'A’,

Hinh 94a . Hinh 94b
Goi chitu dai canh bén AA' Id q dign-tich xung- ta
R ) g-quanh cfyq cia

Sxq=a.MN +a.NP +a.PQ +a. QR +a.RM :
*=a(MN + NP +PQ + QR +RM) —¢ >< (chu-vi MNPQR)

GQ! chu-v! ctia tblét-dl%.n thing 1 ¢, ta duge: 3

: : : Sa=a.c i

. 15.5. HE.LUAN. : *

. 'Khi ta gdip myt hinh Ilng-trv ditng tht céch tinh dign-tich xung-quanh rét JMHII . e -

Dién-tich xung~quanh cia hinh ling~tru dien biln
R | da_w V6l chiSu dai mdt canh bén (tire ohigu m\o‘)l it ﬂeh--& ehu-

BAI TAP . (o

18, 1, Col mat mjt Ilng'tru‘mi dvdng chudn li hi h b :
‘ inh-
s ~ phidng P cdt bén canh bén cla. mat ling-try :;i A?B'Ig'lg.' ABCD Mﬁ‘ \M .

S Clm'ng-td rdng A'B'C’D' I
i m,.;. B ek bén d‘lnln ct)! mét hinh b?nholﬁnl'. TI 90

- 2. Gol tém cla hinh w.'w. ABCD li o ca mm ,» vi

‘vi c‘eewlulh mﬂllnyow
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15. 2. Cho m¢t hinh vuéng ABCD. Ti céc dinh, ké nhirng dudng thing gdc véi mit

cta hinh vubng. Nhw thé, ta dwore mét mit Isng-tru (L). Trén DA, kéo ddi vé
phia A, léy mpt doan Al = a. Trén CB, kéo dai vé B, ldy mot doan BJ = b.
£t phéng 1) cit (L) theo mét ti-gise A1B1C1D1 (bén chir dé dng véi bén chir
ABCD theo thir-ty).

1. A1B1C1D1 I5 hink gi ?

2. Ching-minh ring ol | =%
a

3. Goi trj-s6 chung cta hai ti-s6 d6 [a k, gid-st AB =1, tinh céc canh
cta ti-gide A1B1C1D1.

15. 3. Cho mét hinh ling-try diéng, ddy tam-gide ABC A’B’C’. Cho biét
AB = AC =1, BC = V'3, AA’=BB’=CC’ = 3. Trén BB’, I3y doan
BD = x (x < 3). Trén CC’, I3y doan CE=1y (y < 3):

1. Tinh theo x va y nhitng canh cta tam-gisc ADE.
11
2. Gid-st- x = 7, tinh y d& cho tam-gisc ADE vuéng géc & E.

3. xvay khéng d3c-sic, tim hé-thie gita x, y d& cho tam-gidc ADE vudng
géc & A. Tinh y theo x ; x c6 thé bién-thién trong khodng ndo ?

TOAN
Nguwdi ta coi mot mit lang-tru L. Khiné  cdt béing moét mat

phéng P thng gé6c v&i cde eanh bén thi thiét-dién 1& mét hinh chu
nhit ABCD, canh 12 AB = 2a, AD= a,

1. Mbt mat phing Q chira AB céit mat ling-tru' L theo mét hinh
ABC’D’. Chirng~td hinh dé 1a mdt hinh ehir-nhat. Tinh CC’ db cho hinh
chir-nhat d6 1a hinh vuodng, :

2. Mot mét phﬂng R di qua A cit mat lang-tru L theo hinh
AB’C’D’. AB’C’D’ 1a hinh gi? Nguwédi ta 1y ciing mét chl?u dwo'ng
cho c4c canh 'bén ciia L. Bidt ring CC’ — x, hay tinh BB’ va DD’ khi
AB’C’D’ 12 mét hinh thoi. Binh x d& hinh thoi ABC'D’ nﬁm h&n vé
mét bén ctia phéng P. . :




1

it llng-tru L thi sonz-lohg véi nhau :
K!u mijt phing R cit hai mjt song-song dé,
loug AD’ va B'C’, Tu'omg-tu', AB’ v& D'C'

94

BAI GIAI
1. Hinh-tinh ctie ti.gidc ABC'D’,
Hai mit phdng ADD’ v BCC' song-song véi nhau vi mit no chiva

hai duwdng thing ddng-qui song-song D' c

v&i mit kia : AD song-song véi BC ;

DD’ song-song véi CC'.

Mit phing Q cit hai mit song- c
song néi trén, nén hai giao-tuyén AD’,
BC’ song-song véi nhau, A B

Hon nita, mjt phing Q chira AB Hinh 95

va AB song-song véi mjt phing
DCC'D'. Q cit mit d6 theo durdng
D'C’, nén D'C’ song-song v&i AB.

Tir-gidc ABC'D’ cb nhitng canh
song-song d6i mot, né 13 mét hinh
binh-hanh,

AB thing géc véi BC va trire-
giao véi CC’ nén AB thing géc véi
BC’, canh thr bu clia tam-gidc BCC',

Hinh 96

 Hinh binh-hanh ABC'D’ c6 mot géc vudng, nén n6 4 mot hinh s
chir-nhjt, :

- Mbét chidu ciia chit-nhit 13 AB —
2a, chitu kia 13 BC’, Mot didu-kign A&t
¢6 va di d& hinh chit-nhit ABC'D’ trd
thanh hinh vuéng 1a BC' = 2a.

Tam-giic vuéng g6c BCC' cho ta H
= J/BC? _ BC? g
,—V4a’—a2—-aif§' | Hi‘h‘97‘.

2, Hinh.tinh ciia té.giéc ABCD. o

5

ta dwoc hai giao-tuyén song-
»ohbsong véri nha (h. 96,
’Tt‘r-ﬂﬁc AB'C'D’ 15 mot hlnh blnh-hinh. S e




Tiah BB’ va DD%

Ta &jt BB' =y, DD’ =z Ta lﬁy chiéu dyomg tren 'céc oanh i
bén clia mit ling-try nhw & trong hinh 96 va ta gid-sir CC' =x>0
cho ti¢n (viée chon x > 0 hodn-todn tdy thudc vio y-kién clia. chﬁng” ta
vi ta c6 quyén chon chitu duwong). Ké B'H thing g6c véd CC‘ il

phia v&i C' d&i vé’: canh BC), ta ciling 06. :
B'H = BC = a VI i

Suy ra: B'C? — B'H? + I-IC'2
Ngoai ra, ta cb:

AB™ = AB? + BB? = 4a’ +y’

Vi AB'C'D’ 1a hlnh thoi nen tacé AB' =

' ,v)’+a’»=4a’+y2



Tri-s3 clia x dé cho hinh thoi AB‘C'D’ & v& mét bén cira mit
Ta d3 gia-su' x>0.

ey 2 2
Thé ma DDf:z:’% nén z >0,

D’ di & cing phia véi C’ d8i v6i mit P rdi, ta chi cdn cin
kién :

— >0

tirc 13 : ; x9—3a2>0
x>al3

V& phwong-dien hinh-hoc, ditm . C’ phdi & ngodi doan
trén canh bén qua C cfia L) dinh bdi CCy = CC, = /3,
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Hinh hép

16. 1. DINH-NGHIA.

1. Hinh hop (hay khdi binh-hanh) 1a mot hinh ling-tru ma ddy
12 mét hinh binh~hanh.

Nhuw vdy hinh hdp cb 6 mit cung 1A hinh binh-hinh ci, mijt ndo
cling dung dm ddy duwoec.

I
L

N s
1
i
|
!

’ ’
e 7

1
hh ding  hhchi nhis

Hink 98
2. Khi ddy théng géec véi ede canh bén thi ta dwgre hinh hop
dirng. €4c mit bén 1a nhirng hinh chir~-nhat.

3. Néu hinh hdp dirng lai e6 day chﬁ'-nhgt thi ta duwore hinh
hdp chir-nhat (hay khdi chir-nhat); 6 mit cing 12 hinh chir-nhat ca.
4. Hinh lap-phwong la mét hinh hop chir-nhdt ma 6 mat
12 8 hinh vudng. :

{41,

16. 2. TINH.CHAT. g
I.. Hinh hép c6 12 canh chia e 1o nhém m&i nhém gém o 4-_, La
canh song-song va bing nhau.

2. Hinh hép c6 6 mjt chia lim ba nhém : mbi nhém gdm halmit
song-song va bing nhau. AT
3. Hinh hop c6 bén dwdng chéo cit nhau tai trung-di!m cua-{A
méi dwdng. That vay (b 99) : AR

Trong hinh binh-hinh ADGF, DF cit AG ta truns-diim a0
mdi doan, i
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Trong hinh binh-hinh BCHE, BH cit CE
méi doan.

Trong hinh binh-hinh DBFH, DF cit BH
tai trung-di®m ctia mdi doan.

~ Ta suy ra ring bdn duwdng chéo DF, AG,
BH, CE cit nhau tai trung-di#m O ctia chting.
O goi la tdm cia hinh hop, D6 1a tim d6i-xirng
clia hmh hép.

16. 3. DINH.LY.

Trong hinh hép chir-nhat, binh—phu-o-nq Hinh 99
clia dwdng chéo bing téng-s8 binh - -phwong eiia ba chi&u ‘
rong, eao).

Trong hinh tam-giic vudng géc HEF, ta c6 :

i - HF? = EH? | EF? A
s .\\ . Trong hinh tam-gisc vudng géc DFH, tac
I £ DF? = DH? 4 HF?
|
!\ = DH? 4 EH? 4 EF?
| a 3
: \\ Dijt DF =d, EF=b, FG = ¢,
Ll :
i Qi G BF = g, ta dugc
E 4 F ~
d2iiga 2 2
Hink“100 S0 e

Céng-thirc ttén ép-dung vao hinh lip-phuong cho ta:
=a + @& + a® = 3q, :

bay i ( d=&V3—

THE TICH
-~ clia Hlnh hép va Hinh l&ng
i 16. 4. aorn.vl THETiCH. ey
. Donvj thdich 3 thtich cia hioh Up-phiong ma conh
dorn-vi chidudat., - - i ;p:'"én?;mi.\;

r_ SRl

\
\
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Néu don-vi chitu dai 13 mét thi don-vi thi-tich 1 th¥-tich cia hinh
lap-phirong ma mdi canh 13 | mét (goi tit 12 mét khéi).

16.5. THE.TICH CUA HINH HOP CHU.NHAT.

Gia-str ba chiu (dai, rong, cao) cia hinh hdp chir-nhit 13 q,5, ¢
don-vi. ;

Ta c6 the chia chitu rong 1im a phin, :
chiéu dai 1dm b phin, vi ta dwoc (a.b) hinh :
vudng, canh 13 mét don-vi. . !

Chia chiéu cao 1dm c phin, r6i ké nhiing 4@2,—7 L /

G s IS e Sty
mit phing song-song vé&i diy, ta duoc ¢
ting, méi ting c6 (a.b) hinh lip-phwong,
véy hinh hép chira (a. b . c) hinh lap-phirong.
 N6i khéc di ;

Thé-tich edia hinh hdp chir-nhat bing

tich-s3 ba chiéu:

Hinh 101

Qﬂ:a.b.c

16.5. CHU.Y. !
Ta c6 th& vigt V= (ab). c va vanéi: Thé-tieh cta hinh hbp chir-
nhat biing tich-s8 dién-tich ddy véi chidu cao.

Ta edng-nhén ridng dinh-ly- trén vén ding khi s8 do ba chléu
12 phan-s8 hay s8 vé-ti.

)

16. 6. CONG.THUC DE TiNH THE.TiCH CUA HiNH iANG,TRu

Th&-tich elia hinh lang-tru béng tich-s§ dién-tich day véi chléu
cao hode dién-tich mot thigt-dien théng véi chigu dai mét eanh bén:

VW=B.h=S.a

h+ chiéu ca0

@B : dién-tich day l of : dién-tich thiét-dién th-’u;g
a: canh bén
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L& dén ¢ Khi hai hinh chdng khit lén ‘ﬁhau dwoc ‘thi ta néi
ching bdng nhan. Khi hai hinh c6 dién-tich bing nhau (hinh-hoc p
thi ta n6i ring ching twong-dwong. Khi hai hinh c6 th¥-tich bing 2
(hinh-hoc khong-gian) thi ta néi ring ching twong-dwong.

Hai hinh bing nhau chic-chin phii twong-dwong.
Hai hinh twong-dwong chira chic d3 bing nhau.

BAI TAP

16. 1. Cho m¢t hinh hép, goi diém déng-qui cba cée dirdng chéo I3 O, Chéng-mi
ring mt myt phing di qua O cit hinh hop d6 theo mét hink bink-hanh h
mét hinh lyc.gisc od céc canh song-song d6i mét.

16. 2. Cho m¢t hinh hop ABCD A’B’C'D". Trén hai canh AD v B’C’, lgy hai doa
bdng nhau nhung ngwroc chidu : AM = C'N. Chéng-minh réng MN di qua t5
cua hinh hgp. § 2 ;

16, 3. Clio' mt hinh l3p-phurong ABCD A‘B'CD", Ching-minh réng :
: . 1. Duéng chéo AC’ di qua trong-tdm cla hai tam-gisc BDA? vs CB’D’
2. Hai trong-tim d6 chia doan AC’ Iim ba phin bdng nhau.

16. 4. Cho mét hinh I§p-phuwrong. Tink :
— gdc cia hai dvdng chéo,
—gdc cba mét dwdrng chéo véi mét canh.
i " — gdc ‘cla mpt duéng chéo véi mét mit coa hink l¢p-phrong.

16. 8. Chomdt hinh hop chi-nhit ABCD A'B'C'D", Chidu di cde cpmh i
BB CC." DD la . Cho bietthém AB = 5, AD w .

1. Qua DD’ hay vé hai m;t phéng DD’M’M 3 DD’N’N sa0 cho hai mit de
chia hink hép I5m ba phsn trong-drong. (Mugn va haj mgt dd, hsy tinh AM

CN = y),

52 Tinh ti-s6 hai thé.tich MBNM’E’N'Va MDNM‘D’N'. : e

¢ 3 Coi nhj.dign canh MM’ cé hai rn&i}lln-:lu'p-t chita DD’ va NN\\' nmbﬁ-
- l_ﬁl.ﬁ_:jgith ava b de cho‘nhi’—diir‘r d‘dwiv_Sng gde. ' {ER, Sl

16. 6. Cho hai hinh chd-nhét bing nhau ABCD v ABEF, AB = », AD — Af

 Hinh ABCD c6.dinh, hinh ABEF quay quant AB, :
1.’ Cheng.ts réng CDFE' I3 mot hinh chanhat, Quitink tsm
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2. CDFE c6 thé |6n béng ABCD khéng ? Tronj treong- hp—p d6, tinh s8 do
cta géc nhj-dign canh AB va thé.-tich khéi ABCDEF.

3. CDFE c6thé dong-dang véi ABCD khéng ? Tim hé-thdc guh a, bdé&cho
digy d6 xdy ra dwee. Cho bist thém a2 = b2V 2, tink s6 do ctia gde nhj-dign canh
AB va thé-tich khéi ABCDEF theo a.

16. 7. Cho mgt hinh té-dign SABC trong d6 SA thing géc véi mat ABC, vs ABC
13 mét tam-gidc déu. Gis.s» SA = 2a, AB = a.
1. Tinh dign-tich toan-ph3n cta hinh té-dign SABC.

2. Trén doan SA, ta l&y mét diém M.va d§t AM = x. Mt phdng diqua Mva
song-song véimgt ABC cét SB, SC & N, P. MNP I3 hinh gi 2 Tinh chu-vi cia tam.
gidc MNP. i

3. Coi hinh lang-try dirng ‘ma mét mat ddy Ia MNP, chidu cao_ la AM. Tinh
dign-tich xung-quanh y cta lang-try d6. Bién.thién cia y. Durdng bidu-dién.

16. 8. Chomét hinh [gp-phwrong ABCD A’B’C’D’ (AA’ I3 mét canh v.v...). Trén canh-

AB, ta lsy mét diém E. Trén canh DD, ta lsy mét didm F d8 cho AE = DF.
1. Ching-té ring EF song-song véi mit phdng A’D’BC.

2, Goil. ), K. Lla trung-diém cda céc canh AA’, DC’, CC’, AB. Ching-
minh rdng IJKL I3 mét hinh ch&-nhét.

3. Tinh céc canh va duwdng chéo cia hinh chi-nhét dé. Tinh géc nhon cia hai
dudng chéo.

16.9. Chomét hinh ling-try dirng ABCDEF, ddy I3 hai tam-giée ABC, DEF, canh

bén I3 AD, BE, CF. Gis.s¢ ABC = DEF = 900 va s6 do cio nhi-dién canh
AD I3 600. Chiéu cagnh BE xuéng myt ADCF thanh PQ. Tinh Had thd-tich cda Illl
khéi ABPDEQ vé BECFPQ.

TOAN
Cho mét hinh hdp chir-nhat ABCDEFHI. Trung-dl)m ela EH 1A
0. m¢t dudng chéo cdia hinh hop 1a DF.
1. Ching-t3 BO phal cdt DF tai mot di¥m G.
2. Binh vi-tri clia G trong tam-gidc EBH. ; ‘
3 Cho FB c8-dinh; FG = ! (hiing-sd). Tim qu{-tich cda D,

Fae
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BAl GlAIl

1. Sy trong.giao cia BO va DF,

Trong hinh chit-nhat EFHI, hai
duwdng chéo EH, DI phadi cit nhau tai
trung-dieém O.

Theo tinh-chit cda hinh hép chir-
nhit, ta biet DI song-song véi BF va
bing BF.

Ta suy ra BD song—song véi FI va bing FI, tirc 12 BD song:son
véi FO va bing 2FO (DI = BF, BD — FI = ZFO)

Ttr-gidc BDOF 13 mét hinh thang 18i, hai duong chéo phii
nhau tai mot di€m G ; G & trén dogn BO.

2. Trong-tam ciia tam-gidc EBH.

Hai tam-gidc GBD va GOF dong-dang véi nhau, nén
GO +: GF QR I

GBE>.GD BD 7.
Trong tam-giic EBH, BO 1A mt trung-tuyén, trén d6 cb G,

GO
Ti-s8 = o td ring G 13 trong-tAm ciia tam-gxéc EBH.

3. Quy-tich e&a D.

Khi FB c8-dinh thi mit phing P chira ddy ABCD ciing O&dinh.
Vi FG =1 nén FD = 31,

Ta dit FB — q,

Theo tinh-chit ciia hinh hép
do dé, BF thing géc véi BD.

Tmn‘g tam-giic FBD vudng géc & B; ta 06:
BD? — FD? _ FB? — (312 _

Q’,Suy ta  BD_ JoR @ @ (véil> —)

chit-nhit, ta biét BF thing géc véi

, Quy.ﬁchcuabnvbngubntamn 4
.mgp ‘ g b-’mkfnh ‘W—’—af
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Hinh thap

17. 1. GOC NHIEU MAT.

Coi mdt da-gidc phing ABCD, vi mét diém S & ngoai mit phing
cha da-giic. Nhitng nira duong
thing SA, SB... tao nén mét hinh
goi 1a géc da-dién hay géc nhiéu
mdt. Ditm S goi 13 dinh. Géc BSC,
ASB,.. goi 13 mat. SA, SB.. goi
12 canh.

Néu ABCD 1a da-gidc [6i thi
géc da-dien 13 mét géc da-dién Ui,

G6éc nhidu mit (hay gée da-
dién) 12 hinh gay ra béi mot nira
dwdng thdng Sx phét-xuﬁt tir
mot di¥m cd-dinh S va dwa vao
mot da-gidc phiing ABCD ma mat
phéng khéng chia S.

Sx goi 12 dworng. sinh,

S goi 1a dinh. Hinh 103
Pa-gise ABCD goi 1a dudng chui#in,

Pon-gidn nhit trong cic géc da-dién 13 géc tam-dién ho'p béi ba nira A

dwing thdng phdt-xudt tir mot diém, khong cung ¢ trong mpt mat phdng,.
d6i mot lam thanh mét géc loi.

Géc tam-dién con goi ngin 13 tam-dign. Tam-dten nao mb ba mﬁt
déu la géc vudng thi goi la tam-dlén ba géc vuéng. i1 e

17. 2 a|NH.|.?.

Khi céit mot goc nhiBu ‘mat béing hai mﬁt ph&ng song-song thi
thi&t-dién 1a hai da-gidc dsng-dang ; ti-s8 dbng-dang bing tl-sﬁ
- khodng céch tir dinh téi hai mat cdt, :
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Goi ABCD, A'B'C'D' I hai thiét-dién phing song-song ctia
géc nhi¥u mit dinh S (h. 103).

~ Goi H va H' 12 chin duwdng thing goc ha tir S xudng hai mjt
Hai da-gidfc ABCD, A'B'C'D’ ¢b cic géc bing nhau d6i mét, vi
canh song-song cﬁng chitu. Thi-du : AB song-song véi A’B’, BC W-
song v&i B'C’ nén ABC A'B’ C'

Hon ni¥a, hai tam-gi4c & trong méi mit — nhr SAB v2 SA'B'—
dong-dang vé&i nhau, nén ta cb @

SA%CATBY S SRYE BICt =S s SH

S&. AB. S5 BC 0 SH

Suy ra ‘E'_B_'=_B'_c'=...=SE’
AB BC SH

Xem thé, hai da-gidc ABCD, A'B'C’'D’ di c6 nhirng géc bing
ké nhirng canh ti-13, vay ching ddng-dang véi nhau,

Chi.y. Ti-s8 dién-tich ella hai da-gige déng-dang A’B'C'D’ vl
ABCD béng binh-phu-o'ng clia ti-s8 dong-dang.

17. 3. HINH THAP,

Hinh thap 13 c8-th& han-dinh
mét phing cit t&t ci cdc eanh bén,

Trong hinh '104, ta c6
hinh thip SABCDE. S goi
13 dinh, ABCDE goi 13 ddy,
khodng cich SH tir dinh t&i
day goi 13 chi¥u cao.
Cic mdt bén (nhw SAB, |
SBC...) I nhﬁ'ng tam-giic A
 thodng* :

b&i mdt gée nhidu mit va mét

- Don-gin nhit trongsls
~ci hinh thip 13 hinh thip diy

‘hm-giicmiugoinhinhm'-dzén hayklz&b&nm&.
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i7. 4. KHOI BON MAT DEU HAY KHOI TC.DIEN PEU.

Hinh (khdi) tir-dién d8u, 1a mét hinh thép day tam-gidc trong dé
t#t ed edc eanh dai bing nhau,

Nhw thé mbi mit 13 mot tam-giic d&u (h. 105).

Cdch tinh chi¥u cao AH theo cenh a
ciig hinh tir-dién déu ABCD.

A cich @8y ba ditm B, C, D, nén
khi ha AH thing géc véi mit BCD thi
H cich ¢¢u B, C, D

K¢ chiéu cao BK ciia tam-gidic &¥u

BCD:
K d3
2

H 12 tdm ctia vong trdn ngoai-tiép
vé&i tam-gidc déu BCD va ciing 13 trong- ) Hinh 105
tim nén tachd :

13H=T BK — “V3

Trong tam-gidc vudng géc ABH, ta cb:

AH? — AB? _BH? —a% — %a_z

6
9

Do d6 ‘h=AH=£}g6_ h_ alé

17.5. HINH THAP DEU.

. Mot hinh thép dwee gol I3 hinh thép ddu, khi
— déy 12 mot da-giac 181 déu. : i
— dinh ndm trén true ciia vong ngoai-tiép véi day.
Nhur th cic canh bén dai bing nhau, cic ;n;t bén nhitng tam-gidc

cin bing nhau, Chitu cao phit-xuit tir dinh cia m&i mijt ben gqi B
trung-dogn ctia hinh thdp.
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17. 6. DIEN.TICH XUNG.QUANH CUA HINH THAP DEU.

D cho gidn-tién, ta hiy gid-st ring hinh thip déu SABCD cs bén
mit bén. Goi mdt canh ddy i3 ¢, trung-doan 1A a (k. 106 a).

|
Dign-tich cia mdt mit bén 13 : 5 ac.

Dig¢n-tich xung-quanh cia hinh thip 13 4 lin dign-tich mét mit
bén, téc 13

&
.

d=4_'_ ac_—__'_.(4c)a
2 2

Néu hinh thdp d¥u c6 n m3t bén thi dién-tich xung-quanh s& ;

=—;~(nc)a

nc 1A chu-vi ddy.
Viy ta ¢d dinh-ly sau:

DINH.LY. Di¢n-tich xung-quanh ecla hinh thép ddu bing nia
tich-s8 chu-vi day véi trung-doan. 3

17. 7. KHAI. TRIEN BE
MAT XUNG.QUANH.

Rach hinh thip ddu
theo mdt canh bén rdi gidi
b¥ mjt xung-quanh trén
mdt mit phing thi dwoc
mdt hinh quat da-gidc déu
(h. 106b).

17. 8 THETiCH,
Ngudi ta chimg -
minh rdng : Th&-tich cda




N RS e e bl
it Ch B

"?1\"511 ta goi dién-tich ddy 1d @B va chidu cao h thi thi-tich ciia hinh
thép 13

1
‘U:—s—Qh

Tir dinh-ly d6, ta suy ra nhitng deu sau:

1. Khi dinh etia mét hinh thap xé~dich trén mot mat phﬁng
song-song véi ddy thé-tich khong dbi.

Thit viy, OB va h khéng ddi nén Y khong d‘di, tuy ring hinh-
dang cta hinh thip cé thay dbdi.

2. Coi hai hinh thép T, vi T,. Dién-tich déy 1 @By, Q,. Chitu
cao 1a hl' h2.

Ta cb:
@1 = -—;—-— $1 h1 CUz: —;—- @2’!2
Suy ra: C_LQ_.’ = %
an Qghz
a) Néuh,:hz thi —621_9_3
v, @B,
2) |
b) Néu By = B, et il
; ? Yy hy :
) Neu®B;= By va hy=h Hink 107 :
th WY = Y |
Viay this

— Ti-s8 th¥-~tich hai hlnh théap mh chidu cao biing nhau thi biing
ti-s8 dién-tich déy.

— Ti-s& th&-tich hal hinh thap ma day twong-dwong vél nhau
thi béng ti-s8 chiéu eao. '

— Khi hai hinh thép ¢é ddy twong-dwong va chidu eao biing
nhau thi ehing twong-dwong véi nhau,

17.9. HINH THAP CUT.

Coi mét hinh thip SABCDE. Cithinh thip 46 bing mot m’,it phing
song-song v&i déy thi thlft»di@n 13 mot hinh A'B'C'D'E'




Khéi ABCDE A'B'C'D'E’ goi 1 m@
hink thdp cut cé ddy song-song.

Khoang cich giifa ddy lén ABCDE
v ddy nhé A’'B'C’D’E’ goi 13 chi¥u cao.
Néu SABCDE 12 hinh thip déu thi

ABCDE A’B'C’D’E’ goi 1A hinh !hdp cutA
déu,

By gi& cic mit bén 13 nhrmg mn‘h ;
thang cdn bdng nhau, chitu cao ciia méi
. mit bén goi 1 trung-dogn ciia hinh thip

Hinh 108 cut d¥u. :

Chi.y. Hai hinh thip SA’B'C’'D’E’ va SABCDE trong hlnh 108-'
goi 12 hai hinh thip dbng—dqng
: e SA’ A'B SH’
T1-56 dong-d A — hay — hay —,
| i s N s iiay

Ti-s8 thé-tich biing tam-thira cia ti-s8 d&ng-dgng. i

17. 10. DIEN.TICH XUNG.QUANH CUA
HINH THAP CUT bEU.

- BE mit xung-quanh cia hinh thép cut
_ d¥u gbm nhi¢u hinh thang cin bing nhau.

» Goic c hhaicanhdéy, ala trung-
doan ciia hinh thip cut tirc chiu cao clia
hinh thang, dien-tich mét hinh thang lé 25

'i- (C-F-C') a. o Sy

Nk tup euteén m;tben em A
dign-t!cb xung-quanhmané B g e
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DINH.LY. Dién-tich xung-quanh
clia hinh thép cut d8u, bing tich-sd
trung-doan vé&i nira tdng-sd chu-vi
hai d4y.

Chu-vi caa thiét-dién cich déu hai
déy bling nira tong-s8 chu-vi hai diy, nén
ng:'én ta cdn doc khic di &¢ duwoc hé-
ludn sau:

Dién-tich xung-quanh efia hinh
thép cut déu, bdng tich-s8 trung-doan
véi chu-vi ecta thidt-dién edeh déu
hai d&y.

Khi khai-triégn bé m3it xung-quanh
ctia hinh thip cut d8u bén mit, ta cb
Hinh 110 hinh 110.
17. 11. THETICH CUA HiNH THAP CUT. _
Ta goi dién-tich hai diy cha hinh thip (h Illa) & B, B’ va
chitu cao 13 h. Cong-thirc d8 tinh the-tich ciia hinh thip cut A *

Q):—%—h($+$'j"¥/@—®—)

Hinh 1i1a * Hinh - 1itb

Chi.tich. Khi hai diy ciia hinh thip cut lai & hai bén cia dinh
S thi ta cb khoi thap cut logi 2 (h. 111b). Léc 6, ta ding cdng-thirc
sau niy 42 tinh the-tich: ;

@-Llu(3+3-VBF )
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17. 12. THE.TiCH CUA HiNH LANG.TRU CUT BAY TAM.GIAC,

Ta coi mét hinh ling-tru cut, hai diy 1 hai
tam-gidc ABC, A'B’C’, cic canh bén 13 AA’ — g,
¢ BB =5, CC’'=c. Goi f 13 dién-tich ciia thift-
i dién thing, Thi-tich cfia hinh ISng-try cut diy
tam-giic tinh bing cong-thirc:

QP:—; d(a+b+c)=d’a——+;+c,

S N R o

b Céng-thirc d6 chi diung cho ling-try cut diy
tam-gidc théi. Néu gip Iing-tru cut diy da-giic
thi ta phidi chia né ra Iam nhiu ling-try cut diy
tam-giic, tinh th¥-tich cfia riéng tirng khéi mét,

r6i cgng la. Hinh 111

BAI TAP

17. 1. Cho mét tam-gidc déu ABC canh I3 a, trye-tsm I3 H. Trén dudng théng gde

véimgt ABC ké tir H, ta ldy mot diém S sao cho HS = a. Trén doagn HS,
ta coi mét diém M dinh boi HM = &,

1. So.sénh ba dogn SA, SB, SC.

2. Tinh dign-tich tosn-phsn cia hinh thép SABC,

3. Tinh khodng céch tr M t6i SC va t6i BC.

4. Tinh x d& cho ditm M céch déu séu canh cia hink thép SABC.,

: 17. 2. Cho mét khéi te-dign déu ABCD canh 13 a. Goi P [3 mét mt phéng lru-déng
qua A va song-song véi CD, Gis str P c3t hai conh BC, BD & C’vaD’,
1. Chéng-té ring P chia mét duéng théng cé-dinh.
2. Chéng+3 ring AC'D’ I3 mét tam-gisc cin va tim quy-tich chan-duvéng
cao phét-xust tir A cia tam.giéc cin d¢, :
3. Dyt BC'= . Tink
gise AC’D’, Dijnh x & cho tdng
trvée). Bign-luin theo m.

theo a va x tdng-sé binh-pherong cée canh cda tam.
56 binh-phrong d6 ban,

g m?2 (m /5 mét dogn cho

173, Cho mot tam-gise déu ABC, chigu cso I3 AH =}, Tren doan AH, toliyyef.oan : "
4 AOD = A?H Tr O, ta ké diron

: C 9 théng gée v6i mst ABC, Tren déta sy
doan OS =BC. Coi hinh thép SABC, ' .

; 1. Chéng6 ring AS tryc.giao v6i CB.

2. Tinh SH, SA, SB, SC theo ,




3

4

1

Ngwoi ta col mot tur-dién ABCD, canh AD thdng gée véi mit
phéng ABC va béing 4a;ecédc canh cia tam-gidac ABC la ; AB = 3a.

1. Ching-minh ring tam-dién dlnh A e6 ba mit 1a ba géc

AC = 4a; BC = 5a.
vudng.
2.
3.
lai réng ta €6 : q
BI

1.
Vi DA thing géc véi
mit ABC theo gii-thiét, nén
DA thing géc véi AB, AC,
va trire-giao véi BC.
AN
Do 46, hai géc DAB va

D i &
DAC 1a nhitng géc vudng.
Trong tam-gisc ABC, 4p-
dung dinh-1y dio cia dinh-ly
Pythagore thi tacé :
3C2 — AB? 4+ AC?
(25 a® = 9a? + 16a%)

T mot diém J I3y trén Joan OH, ta vé mit phdng P song-song véi SO
C. Chiéng-t6 ring P c3t hinh thép SABC theo mét hinh thang can MNQR. Dt
, tinh dign-tich y cda hinh thang can d6 theo h va x.

Vé duvong bidu-dién sy bign-thién cia'y khiJ vach nén dogn OH. .

Trong mét mit phing Q, coi gée ;A\y= 600, Vé doagn AB = a thing gdc
véi Q. V& BZ song-song cing chidu véi Ay. Trén Ax, 18y m¢t diém M. Trén
lay mét diém P. Dit AM = x va gid-s¢- BP = 2x.

Tinh MP va thé.tich céa khéi thsp ABMP theo a va x.

2. Tinh x khi géc ctia MP véi mit Q Is 600.

3. Tim quy-tich trung-didm cta doan MP khi x thay ddi.

4. Chdéng-minh réng MP song-song véi mét mat phing cé-dinh khi x thay ddi

Tinh theo a, dién-tich toén-phﬂn va thé-tieh etia tir-dién Hy.
Tinh chidu dai h clia dwdng cao k& tir dinh A, va nghiém

11

TOAN

Hinh-tinh cta tam-dién dinh A.

1 1 1
am T aa T AD2
BAI GlAI

D

© e
2aVz 1 2a &

Sa
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Wil
Bitu d6 16 riing BAC — 900,

Xem thé, tam-dién ABCD 13 mét tam-dién bagéc vudng,

2. Thé.tich ciia hinh thép ABCD. Dién-tich diy 13

7, _Zl..ABxAC= Zl_><3a><4a=6a’

Chiéu cao 13 AD = 4q,
Thé-tich Y ciia hinh thip ABCD 1

C?):% X 6a% x 4a = 843,

Dign.tich todn.phin ciia hinh thép ABCD,

Ba mit DAB, DAC, ABC cia finh thép 13 nhirng tam-gldc yusng
géc ma dign-tich lin-lrgt 1o 6a?, 842, 6ot

Diing tam-gidc DAB, ta tinh ra dugc BD —

= 5q
Dong tam-gisc DAC, ta tinh ra duoc DC — 403

Tam-giéc DBC Is mot tam-gidc can, dinh 1 p, K¢ dwdng cao BI,

ta c6: [ / )
BI? — BC? _ J @A 2502 — 8a?
Bl = df/i7

Dign-tich tam-gi4c DBC 1a:

_ZLBIXDC=-%.4aV2'.aV|'7=2d=V37 e
Dign-tich todn-phin of céa hink thip ABCD 1a;
S = 6a® + 8a? 1 6a? 4 203Y/5%
= 202" 4 2a%34 A
SRR [ 7
b 3t i =h cia hinh thép.
T ! ci i thdp ABCD b 2 s s s

E- l‘7d’

g



"3

Qﬂ:-‘3-2a’l/ﬂx h

Suy ra h = 2]/;-: . Thé ma €Y = 8a% nén :
__24a® 128 12d/34 _ 6d/34 .
T 22934 V34 34 17

Cach nghiém lgi hé-thirc.

Ta Cé h == lza ’ ._l—. =_%4_=_l
V34 B 144 724 ;
W oligmeR it bl i
AB* ' ACZ ' AD? 92 164  l6a® 144a® -
o N
T 144> 724°
i | 1 1
Dodé —_— = — —_— PSR
, w2 AB* ' AC? T AD?

Chi.thich. Xem lai bai toin & cudi bai s8 |4, ta biét r!ng HIi
trigrc-tim cta tam- gidc DBC '

TOAN

Cho mdt hinh thép SABCD ; day ABCD l& mét tli'-gl‘e 161
noi-tidp trong mot vong trdén tdm O, ban-kinh R, c6 AB = AD,

CB = CD va BAD = 600. Hal mat bén SAB va SAD Ila hll hm-

glée can, vudng gée & B va D,

i 1. Ching-minh ri#ng AB thing géc véi mit SBC, AD thlng géc
- véi mat SCD réi suy rding SC thdng géc véi mét day. :

2. Tinh theo R dién-tich toan-phéin va th¥-tich cda hinh thép.

3. Mdt mit phdng song véi day cdt cdéc canh SA, SB, SQ
SD theo thi-tw & E, F, G, H. Tinh SG theo R ds ed ‘th!-ﬂch hinh thdp._
cut b&ng 19/8 th¥-~tich hinh thép nhé. 3
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BAI GlAl

Khio-tat tir-giac ABCD.

Eé 12 mét tir-gidc ndi- tiép trong
vong tron (O, R), nhin AC lam truc

d8i-ximg. Vi BAD — 600, nén C
et N

BAC = 300 va BCA =600. Ta
suy ra ring AB = AD —RJ/3 wa

|
I
£

CB = CD =R
o~ ~
CBA = CDA = 900 Hinh 113

1. Vitri cia AB d8i véi mit g
SBC.

YA o v U e MO Th

Theo trén, ta biét AB thing géc
CB. Theo gi3-thiét, ta biét AB
g6c véi SB,

AB thing géc véi BC va BS :

AB thing géc véi mit phing SBC d
bé&i hai duwdng ddng-qui BC, BS. :
Ta suy ra ring AB trirc-giao véi S

- Chirng-minh trong-ty, ’,t'"a 2

, ring : AD thing géc véi miit ph.’tng

: Hink 114 va AD tr\rc-giao véi SC.

Vitri el’n SC d6i véi mit’déy. :

sC turc-giao véi AB
~ cfia hinh' th.’tp.

va AD nén SC thing gbc véi m;t déy

'I'a suy ra r&ng ScC thﬁng géc v&i CB va CD
9. Dign-tieh toin-plﬂn cil hlnh th‘p SABCD. !



{0 A
"!'”“!‘ 1‘\“,‘. it

dt (BCA) = “2“ AB. BC e 'i' RYA R'm E’V3

Trong tam-gldc vudng géc SCB, ta o6 : i
SC? es SBY . BC? ss BA? - BC? s 3RY o R? i 2R
s RVE- :
whon
dt (SCB) = »%. SC . CB = .%_ RVZ R e Ef.;’.?_‘

1

Dién-tich bén-phin cla hinh thip SABCD 1 ; R

g bt 5" 2 - Oy hil
ik 3;_ L n;fa + 5"}{%& =2 0415 4VD o

Dign.tich toan-phin cia hinh thip W ; i

; f 2R3 4 VF +Vz) i
Thé-tioh cira hlnh thép SABCD. j b

| @= d&@ABcD).SC |

/ ' T - i

154 P e R’ . = E'y..-—
| T Va‘ n}’z‘v !

: Tri-s6 cin SG, g Il

' Tagol thi-tich clia hinh tMp v,
~ nhd 1A Yy thd-tich clia hinh thip
out 1A €Yy, tacd ho-thtinc sau ndy :

m,+m.-m-§'§é

¢|9
??T'E'
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Hai hinh thip SEFGH, SABCD ddng-dang, ti-s8 dong-dang

Ti-s& the-tich bing tam-thira clia ti-sé dong-dangnén tac:

3
@ SC 27 27 33
Suy ra S—c; ] _2_
SC-3

v SG = 25;:___ RVZ — ZRVZ



Hinh try va hinh nén

1. PINH-NGHIA.

18. 1. MAT TRU. HINH TRU.

1. Mat tru 1a mat gay ra b&i mét dwdng thidng A chuyén-ddng
theo hai diéu-kien

— A bao gi¥ ciing song-song véi mdt phwong d e8-dinh,
— A dwa vao mot dwdng cong phing (C). : 1
A khong song-song véi mit phing chira (C).

(C) goi 12 dwdrng chudn hay ddy ciia mit try,

A goi 13 duwdrng sinh.

Qua mdi didm M cfia mijt try, chi c6 mét
dudng sinh ma théi.

Mit try cb the trirgt trén chinh né theo
phuwong d.

Sau ndy ta chi khio-sit nhitng mjt try ma
diy 12 hinh trdn, d6 12 nhitng mdt try cé du'b'ng
chudn tron.

9. Hinh try d4y trdn 12 mot c-thE gigi-
han b&di mét mat tru cé du-b'ng chu#in tron
va hai thlét—dlen ph&ng song-song véri mat
dwdng chuiin,

Sau nay (18.3.) ta s biét ring hai thiét-
dién 46 1&n bing vdng tron chuin. H’"h 116

Hai hinh tron goi 13 hai ddy, Bin-kinh R clia ching cﬂng goi 1a
ban-kinh cia hinh try,  Khoing cich h gitra hal mit ddy goi 1 chi?u
cao ctia hinh try.
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18. 2, MAT NON, HINH NON,
1. Mst nén la mét gAy béd mét dwdng thdng A chu

theo hal didu-kién ;
— A bao giv* ciing qua mot didm cb-dijnh S.

% — A dya vdo mdtdwirng cong phéing

(C); mit cla dwdng cong nay khéng

dwng. S,
S 12 dinh cla mjt nén.

A 13 dwdng sinh. M&i vi-trf ctia A B
mdt dudng sinh. Qua méi didm M cia
mit nén chi c6 mét dudng sinh mi théi,

(C) 1a duong chudn hay ddy cha mit
nén,

Mijt nén gobm hai l6p (hay hai ting)
cb chung dinh S.

Sau ndy ta chi khio-sit nhiing mit
nén ma diy 13 hinh tron, P 13 nhiing
mdt non c6 dwirng chudn tron,

vén-d¢

Hinh 117

2 Hinh nén déy tron la mét ed-thy glé4-han bM mét 16y
mot mét nén c6 dwdrng chulin trén va mét phdng duwdng eohu:: eﬁ

. Binkinh R cia diy 1d bn-kink ciia hinh nén. Khodng cch tir din
téi ddy 13 chidu cao clia hinh nén,

3. Hinh nén eyt 1 mdt phitn cita hinh nén 161-h i
mot thist-dign phéng song-song véi day. giéi-han béi d4

18.3. DINH.LY.

Khi et mt try e6 dwirng ehuitn tron hin W,
; e g mdt mat
song v&1 mit dwirng chuitn thi thi¥t-dien 1a mot :,,,h & a’l:‘l"“‘

~ dwdng chuitn, - ° / :
. Goi P 13 mjt chira dudmg chuln trdn, tim O, bin- ' C
- 13 mit cit, P’ song-song véi P(h 116). ' tﬁm ' : MR' :
. Puimg song-song véi dudmg sinh, ki tir O,

7

CEt P tal didtm
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OO’ song-song véi AA’, ching dinh dirgc mét mit phing, va mit
phing d6 cit hai m?* song-song P, P’ theo hai dwdng song-song OA, O’A’,
Nhir thé OAA’O’ 1a mot hinh binh-hanh. Do 46 O’A’ — OA = R.
Quf-tich ciia A’ 13 mot vdng trdn tim O’, bin-kinh R dung trong mit P,
Tém lai, P’ cit mit tru theo mdt vong tron 16n bing dwong chuln,

18. 4. DINH.LY.

Khi cét mdt mat nén 6 dwdng chuln trbn bing mot mat phéng -
song-song v&i mét dwong chuin thi thidt-dién 1a mot vbng tron.
Coi mdt mit nén dinh S, duromg chuln tron (C) dyng trong mit
phing P. Ta cit né bing mijt phing P’ song-song vé&i P. Goi A A
mdt diem Ay trén duwong chuln (C) ma tim 13 O. P’ cit SO, SA tai 0’, A",
M3t phing SOA cit P, P’ theo hai
glao-tuyén song-song OA, OA’ ; hai tam-
gidc ddng-dang SOA, SO’A’ cho ta:
QA 150"
OA SO
SO’
Suy ra O’A’ = OA x
4 SO

Khi duwdng sinh SA thay ddi thi OA
khéng @d, SO’ vi SO ciing khéng dbdi.

Do 6, O'A’ 13 mét hing-s8. Viy A’ vach U
nén mét vong trdon (C’), tim O’, bin-kinh

O’A’. Pit OA =R, - OA' =R " Hinh 118
RSO hi

00 = = iRy éhlékhoang-céch tr S dén P’ va P,
R SO h

Néu ta iy hinh gié'x-han bdi mit nén vd hal mit phing P va P’
thi ta dwoc mot hinh ndn cut ddy tron song-song. (C) va (C’) goi 13 hai
ddy, khodng cich gitra hai day goi 13 chidu cao.

18. 5. MAT TRON XOAY.

Xét mdt dudng cong (C) vi mét dudng thing x'x cing dung trong
mit phing P. Khi mit phing P quay quanh /x'x thi (C) gdy nén mdt
‘mit, goi 1a mdt tron xoay ma tryc 1a x'x,




MGi vi-tri ciia (C) goi 12 mot kink-tuyén ciia mit tron xoay.

Méi didm M cta (C) vach nén mét vong trén ma truc 13 x'y,
Nhitng vong trdn giy bdi méi didm cta (C)
g0l 12 nhirng vi-tuyén clia mit tron xoay (h.119).

Mit phing ndo chira truc dwoc gol 13
kinh-dign ciia mjt tron xoay.

I. M&t tru trén xoay 13 mit giy béi
mot dudng thing song-song v&i truc quay khi
né quay quanh tryc d6 (h. /20a).

2. Hinh tryu tron xoay 12 mét hinh giéi-
han béi mét mit try tron xoay va hai thiét-
di¢n thing géc véi truc quay.

Hinh 119

1 C6 the coi hinh try tron xoay I3 c8-the giy nén bdi mét hinh chi-
nhit OAA’O’ khi né quay quanh mét caph (00’) (h. I2]a).

3 Hgt nén tron xoay 13 mét mit tron xoay giy ra béi mét
dudng thing quay quanh mdt tryc cb cit dudng thing gy (k. | 20b)

4. Hinh nén tron xoay
A mdt cs-tht giy nén bdi
-mot tam-gidc vudng gée quay
quanh mét canh ciia géc vudng
(nhwr AB). Géc CAB goi 14 nika
gbc dinh. Canh AB Ia dwong
cao chuong chi bing k), canh
AC 1 trung-dogn (thwdng
chi bing a) hay duwdng sinh
(k. 1219, s ’

3 - Hinh nén

cut tron

; . ~ mitphing thinggécvéi try
- Cé the coi hinh nén cut tron x0ay 13 mét cé-thd ‘giy bdi
thang vudng géc OO'A’A quay quash ddmg ca0 00" (h, 121c).
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Canh OO’ goi 13 dudrng cao clia hinh nén cut (thudng chi bing h).
Canh AA’ goi 12 duwdng sinh'hay trung-dogn (thwirng chi bing a).

(chi-nhit (tam-gllc, vuéng-gdc) (h?ﬁh thang vubng géc)
Hinh 1212 Hlph 121b f Hinh 121c

2. DIEN-TICH XUNG-QUANH.

18.6. DIEN.TICH XUNG.QUANH CUA HIiNH TRY TRON XOAY.

Ta coi mét hinh try trdn xoay, bin-kinh ddy 1A R, chidu cao 12 h.
Ta hdy tudng-twong ring hinh try 46 dwoc rach ra theo mét dudng
sinh. Ta gidi b& mjt xung-quanh l1én mdt mit phing. Gidi bé mijt xung-
quanh 1én mot mit phing gol 12 khai-tridn b8 mdt xung-quanh. Ta dwoc
mdt hinh chit-nhit ma hai chiu 12 27R vd h. Dién-tich xung-quanh
ctia hinh try trdn xoay 1a ¢

dxq = 27Rh

DINH.LY.

Dién-tich xung-quanh ciia hinh tru trdn xoay biing tich-sd
chu~vi ddy véi chidu cao, )

R

‘ amR

2"‘1""‘§ . Baxqs=2NRA

Hinh 122




o

2
18. 7. DIEN.TICH XUNG.QUANH CUA HINH NON TRON XOAY.

Ta coi mdt hinh nén tron xoay, bin-kinh ddy 13 R, trung-doan I3 a.
Ta hdy tudng-twong ring hinh nén 46 o
duwoc rach ra theo mdt duwong sinh. Ta A
gidi bé mit xung-quanh lén mot mit
phing. Ta durgc mét hinh quat tron
m3 bin-kinh 13 g, cung 12 27 R,

Chu-vi clia vdng tron chira hinh
quat 1A 2ma. Dién-tich cia hinh tron
&6 12 ma%, Ta suy ra bing mét qui-tic
tam-xuit ring dién-tich ctia hinh quat
(téc dién-tich xung-quanh ctia hinh
nén) 11 :

dxq=na2>< — = nRa
; Zna

dxq = aRa = ;— ( Z“R)I_d

Viy ta c6 dinh-ly nay:

DINH.LY. Dién-tich xung-quanh cda hinh n6n trbn xoay bhg"
: nira tich-s8 chu-vi day véi trung-doan

Loy
i

f

18. 8. CHOY. i

N&u ding do nm dom-vi thi gée & tam eﬁ- hinh qu-t anh tmo :
; ebng-thn'e s
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18. DIEN.TICH XUNG.QUANH CUA HINH NON CUT TRON XOAY.

Coi m¢t hinh nén cyt trdn xoay, trung-
doan 12 a, hai bin-kinh 12 R va R’. D¢ tinh
dién-tich xung-quanh cta né, ngudi ta ding
cdng-thirc :

Sq=7R +R)a

Ta viét dugc:
2anR 4+ 2xR I
2
Do 46 ra duoc dinh-ly nay :
DINH.LY. Dién-tich xung-quanh ciia Hinh 124
hinh nén cut trén xoay b#ng tich-sd trung-dogn véi nira ﬂing-s&
chu-~vi hai ddy.
Chi.y : Goi £ 12 bin-kinh ciia thiét-dién cich d¥u hai diy, ta cb:

R +R s
e g hay R+ R =2¢r ,

Sxg=@R+aR) a=

7

Vi thé: Sq=2np.a

va ta 6 hé-luén ndy:

Dién-tich xung-quanh edia hinh nén cut trén xoay béng ﬁch-lli :
trung-doan véi chu-vl ciia thi¥t-dién cdch déu hai day.

3. THE-TICH.

18. 10. DINH.LY. ,
1. Thé-tich ctia hinh tru biing tich-s8 dién-tich dty véi chidu cao.
Gol bin-kinh diy 1a R, chidu cao 12 h, tach:

U == R’

2. Thié-tich elia hinh n6n béng 1[8 tleh-lﬁ den-ﬂeh dﬂy vét
chiéu cao,




Goi ban-kinh diy 13 R, chitu cao 12 A, ta cb:

| ar—1 xpen
3

3. Néu phai tinh the-tich ctia hinh nén cut, ban-kinh ddy 13 R, R’
chiéu cao 13 A, ta dung coéng-thirc :

lm:%nh(R2+RR’+R’2)

BAI TAP
18. 1. Hiy dinh mét hinh try tron xoay khi ngucrita cho biét ba dwdng sinh (nenl

dung mét thiét-dién thing).

18. 2. Cho hai dvérng thing song-song D1, Dy. Tim quy-tich nhitng dwérng thing
D3, biét réng nh/ dign hop béi hai_mat phing (D1, D3) va (Dy, D3) I3 nhj-
dién vuéng géc.

- 18. 3. Chomét dvérng thing D. Tim quy-tich nhitng diém M, biét rsng khodng céch
tr Mtéi D I3 R. A

18. 4. Cho hai dvérng thing song-song D1, Dy Tim quy-tinh nhdng diém M, biét
réng ti-s6 khodng céch tir M t6i D1 vi D3 13 k ( = h3ng-s6 khéc.1).

 18.5. Cho mpt mit try (T) trén dé lay mpf dwdrng sinh D. Chd'ngrrnlnh rlng mét m}t
phsng P phét-xuét tir D cit mat try theo mét dwdng smh khéc,

Cho mét mit try tron xoay. Ter mét diém M, ké hai cét-tuyén MAB va MCD,
mdi cét-tuyén tao véi truc cla mit tm mét gdc a. Chﬂ-ng-mmh ring
MA MB = MC. MD 3

Tinh cluéu cao h cia mét Iﬂnh ¢ru tron xooy bl& dlﬁn-iicl: xung—quonha va
dlen-tich toan-phin S. Hoe

Tinh dién-tinh toin»phin S cua mﬁt Mnh tru tron xoay bl!! !h!-*tkh V 'vi b‘n—
kinh R. ; :

Cd m&t hlnh chﬂ»nhit, canh li X Y. Clno nd quay mﬁt cgnh th) th,
13V ho né aquay epnh l’é véi cgnb 3
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18. 10. Biét rdng dign-tich xung-quanh cta hai hinh try.tron xoay trong-drong véi

nhau, tinh ti.s& thé-tinh cta chdng.

18. 11, Biét ring thé-tich cda hai hinh try tron xoay trong-durong véi nhau, tinh
ti-sé dign-tich xung.quanh eda chdng.

18. 12, Cho mét hinh chir-nhjt quay quanh mét dudrng thdng song-song véi mét canh

va ném trong mit phdng cta hink chir-nhét va khéng xuyén qua chir-nhét.
Ching-minh réng thé-tich do hinh chi-nhat gady nén béng tich-s6 cia dign-tich hinh
chi-nhgt v&i chu-vi cia vong trén géy bdi tém hinh chir-nhjt.

18. 13, Cho mét dudng thdng D vi mét diém O & ngodi D. O va D déu cb-dinh.

1. Goi P Id mét mjt phing lru-déng nhung soﬁgrsong véi D. Tim quy-tich
hinh chiu cba O xuéng P.

2. Goi A I3 mét duong thing lwu-déng nhung cét D va thing géc véi
D. Tim quy-tich (S) cda hinh chiéu cia O xuéng A. Giso-tuyén cta quy-tich d tim
thdy & cau trénva & céu ndy I3 dvdng néo ? \

18. 14, Cho hai duwdrng thédng Ox, Oy. Goi P, Q I3 hai mit phdng lén-lept chéa Ox
va Oy. Gid-sir P théng géc v6i Q. Tim quy-tich giao-tuyén cia P vé Q. (Nén
dong mét mét phdng thdng gdc véi Ox hay Oy).

18. 15. Khi khai-trién bé mat‘ xung-quanh cta mét hinh nén tron xoay, ngudita dvoc
mét nira vong trdn, bén-kinh a. Tinh bén-kinh d8y va chidu cao ciia hinh nén dé.

18. 16. Khi khai-trién b& mat xung quanh cia mét hinh nén tron xoay, ngudita durpe
mét hinh quat tron, bén-kinh 8 cm, géec dinh 13 2400,
Tinh chidu cao, dign-tich todn-phin va thé-tich cda hinh nén dé.

18, 17. Tinh thé-tich V cta mét hinh nén tron xoay biét dign-tich toan-phsn S va .
trung-dogn a.

18. 18, Tinh the-tich V cta mot hinh nén tron xo’ay biét dign-tich toan-phin S va
chidu cao hs 3

18,19, Goi V, V4,V linlugt 13 thé-tich gdy bdi tam-gidc vubng gde khi né quay
quanh cpnh huyén va hai conh cic gée vubng. Ching-minh réng :
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18. 20. Clho mpt mpt.gide déu. trong-tam I3 O. Coi D I3 mét dvong thing song-song
v&imgt conh cis tam-gide, ndm trong mjt cda tam-gide v khéng xuyén qua

tam-giéc ; ching-minh ring thé.tich gdy béi tam-gisc ABC khi quay quanh D bing
tich-s6 dign-tich tam-gidc v&i chu-vi eta véng tron giy bdi O,

18. 21. Cho mét céi binh hink non cyt tron xoay, bén.-kink hai déy lin-lvot [6 2m 50
vé Im, chitu cao 3m, Nguvori ta muén chia

binh lam hai phin trong-drong
bing mot mst phing thing géc v6i trye coa hink nén cyt, Hoi :

1. Véch ngin dé céch méi ddy bao nhicy ?
2, Bén-kinh cta vich ngsn hink tron ds.

18. 22. Mst céi chyp den hinh nén cut, bén
dvdng sinh I3 a, chitu cao 13 h. C3t
ra trén mét mit phdng. Hai duéng tron dy t

va bén-kink nhirng duwdng tron chia hai cung
RivaRy ;

-kinh d8y nhé vs déy I6n I3 rq va ra,
mit ndn theo mét dwéng sinkva gidi -
ré thanh hai cung mé géc ¢ tim 13 900
dy lan-lvot Ia Ry va Ro. Tinh theo

1o ri, rova 2,
dign-tich S cia chup dén. :
h. L

4. thé-tich cia hink non cyt mé b& myt xung-quanh [3 vchup den.

18, 23, Cho mgt vong tron tam O, dvdng kinh AB =2R, ké hai tiép-tuyén Ax. By
& Avi B. Goi M I3 mét didm leu-dgng trén vong tron. Tiép-tuyén tai M
cat Ax, By Isn-lrot ti P, Q. D5t AP — x, BQ SR

=y
1. Chéng-mink ring  AP. BQ =Rz,
o s“;”).2. Trung-tryc cia AB c{! PQ tai L. Djt O‘ = mR (m If mét s6 dwong
Vigt mot ‘phu'ong-trinlr bc hai ma nghigm.s8 I3 xvay.
Gisi phrong.trinh 46 trong tredng-hop m = 2 :
3. Tinh PQ theo m vs R.

. 4. Cho hinh thang APQ
géy nén, theom va R.

{

B qusy quanh AB. Tinh dign-tich tosn.phin eda khs; :

18. 24. Cho mgt hinh nén tron xoay (C), dinh S. Déy i mot yong t5m O hin
 kinh 3 cm. Chidu cao SO bing dem, Tren doan SO, lsy mst didm O/, i tr.

O’ ké mjt phing Jong-song véi mit déy. Thiét-dign d6 chi hinh nén (C) think  mat

hinh nén (C1) vi mpt hink n6n cyt (Cy). Dt SO’ = , e

£
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1. Ching-minh ting thigt-dién I3 m¢t hinh tron. Tinh -bsn-kinh cia hink tlt);'n

dé theo x.

2. Tinh chigu déi dwdng sinh cia (C)va (C1). Tinh dren-hch S. 81, Sy va
thé-tich V, V1, Va cta cée c6-the (C), (C1), (Ca).

3. Khdo-sét sy bién-thién cta S1va S theo x« V& hai dwong bidu-dién vio
mét do-thj chung.

4. Hai dvong bidu-dién trén cit nhau tai mét diém I. Hoanh-d¢ xqo céa I I3
bao ? Ding hinh-hoc d& v& doan 'xp. V& lunh nén (C) va thiét-dién ing
_v&i trj-s6 xo.

b 2 S 1%
Khi x = xq tinh ti-sé g roi suy ra ti-sé VI
18. 25. Cho phurong-trinh : x2 — (m — 1) x + m + 2 = 0.

1. Tinh m d& phroag-trinh cé hai nghigm-sé.

2. Trén mét tryc x Ox, 18y hai digm M’ va M”, oM’ = X% oM” =
(x" va x”” 13 hai nghigm-s6 cia pherong-trinh).

V& vong (C) tam M’, bén-kinh M‘O, ; vé vong (C”) tsm M", bi,n-lrinh M“O.

x7

Tim digu-kign cho m d& hai vong dé ti&p-xic ngosi.
Hai vong d6 cé bing nhau ma khéng trong nhau dwoc khéné?

3. Gis-str (C°) va (C”) tiép-xic ngodi. Ké tiép-tuyén chung ngodi 5] i ;
Theo m, tinh T'T’’ va dién-tich gay boi doan M’M’ ? khi né quay quanh T'T”. X

TOAN

Cho mét hinh nén cut tron xoay, diy l1a hai véng trén (C), (C’),’
tdm O, O’y béan-kinh R, R’ (R > R). ) ;
Né ngoai-ti€p véi mét hinh cdu du'b'ng kinh 00°. qu c” li
vong ti€p-xiic cla b8 mdit xung-quanh ecta hinh nén va hinh efiu.
Goi R” la bén-kinh e&a vong C”. Bat 00’ = h. : :
o g L
1 Ch\’rng-t§ ring h2 =_‘4RR’ va Tl T

2. Khai-tri¥n bé mat xung-quanh cia hinh nén eut thi dwge
hal cung trdn bén-kinh X va X', gée dinh wrng véi cd hal cung dé
la 2. Tinh X v& X'. Tinh & bing radian khi R = 2R". s
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BAI  GIAI
1. Hé-thirc h? = 4RR’.

Cit hinh nén cut va hinh ciu bing mdt mit phing chira 00Q’,

dwoc mét hinh thang cin AA'B'B

(ddy nhd 13 2R’, diy l6n L 2R,

i chitu cao 13 OO0’ — k) v mét vong

b tron dudng kinh OO’ npi-tiép trong
hinh thang cin d6.

OO0’ 14 tryc d8i-xirng ctia hinh
vé phing.

i Ta ha AH thing géc véi BO. B>
.v Hinh Chﬁ’-nhit AO'OH cho ta

AH — b, HO — R, Hinh 125

Ap-dyng dinh-ly Pythagore vio tam.g gi.
vudng géc AHB ta cb: ;
= AH? | Hp? (s

_ Goi M 13 tiép-didm ctia AB véi vang trom,
ta cé: AM—AO'—R' BM::BO:

Viy AB = AM 4+ MB — R'+R ;
Ngodira AH=h vi BH - =R R
He-thic (1) thinh ra: |

ok o126 5 s (R R gy R—R)? :

iy i R’+R”+2RR”=I:’ +"R’ +‘R"'—2RR~" ‘
' U o WL ARRY

BH R O

R R

-",H;m:h:nggocvoaoo'mubén.kfnh m u
c(’uhinhnénvhhinhéu.vaym\ R m .




Hai tam-giic ddng-dang ABH, MJI cho ta:

AR (MJ:ﬂ:L)
M) ™I 7 5
pay BERUB en olR Rowt
L R"
2

Nhung A% = 4RR’ cho nén 2 (R + R') R” = 4AR’
Suy ra E = R__’i ; E A 1
R" R i R’ R'Y

Q2 Cach tinh X va X’

Khi khai-tri¥n bé mit xung-quanh ctia
hinh nén cut thi ta dwoc mot phin hinh
vanh khian nhw & hinh bén canh.

Hai cung gii-han cia phin hinh vanh
khin 46 c6 s§ do 1a 27R’ va 27R. Tim
ctia nhitng vong tron chira 2 cung &6 1a S,
goi bin-kinh nhiing vong d6 1a X' va X
(X > X'), géc dinh ctia nhitng hinh quat
12 a,

Cong-thirc 48 tinh « bing radian 12 : Hinh 127

a = 2n EX' (d48i v&i cung nhd)

® = 2n % (d8i véi cung 16n)

Nh& d6,ta o6 > = & '
: % A
By RUR R—R R-R' ReRtu
4 X X TX_X" AB TRIR
Dot g e e

R_R' R-R




Cénh tinh o khi R = 2R’
Céng-thirc vira tim thdy cho ta (khi R = 2R')

% RE®+R) 2R.3R o x - R R+ 1?);__
RR R’ R — R
R’ R’ 2n

Thé ma « = 2r =5 £ o nén a = b radian.

TOAN

Cho mét hinh tam-gide déu ABC, canh béng 2a (a = doan
séin). Goi O 1& tAm vong trdn ndi-ti€p. Cho hinh v& quay quanh dud:
cao AH thi tam-gide ABC sinh ra mét hinh nén trén xoay, v
tron noi-tigp sinh ra mt hinh céiu ti¥p-xic véi bé mit xung-quanh
va b& mit ddy eda hinh nén. Ta goi (S) 1a ¢8-th& & trong hinh
va & ngoai hinh clu, Ta edt (S) bing mot mit phdng thing gée vé o
AH tai mot di¥m K. Pat AK = x. .

1. Tinh dién-tich y clia thi&t-dién.
2. Bién-~thién ctia y theo x. Pwdng bidu-dién.
3. Binh x d& cho y = 2(2 Ia s8 cho sdn). Bién-ludn,

BAl GIAI

1._ Dign-tich y cua thit-dign.

Ta col tam-gide ddu ABC (canh bing 2a) va véng trom ndi-tikp
Nho tinh-chit ciia tam-gidc d¥u ta biét: : :

AH= ABYS _ 203 _ov3

3 Cea

o

\ {

=
Z

A
A
=

=
\\\\\\\\ 5

J

[+-}
\

(11 glao-didm the nhi cla
HA véi vong 0). s :
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Ta coi phin bé mit gac chéo, & trong tam-gidc ABC vi & ngoai
vong tron O,

Ta ké mét dudng thing géc véi AH tai K, n6 c6 the cit vong O
tai M, M’ va cit AB, BC tai N, N.

Khi ta cho hinh v& quay quanh truc AH thi tam-gidc ABC giy nén
mot hinh nén trdn xoay, vong tron O giy nén mot hinh ciu, v bé mit
gac chéo giy nén c8-the (S) & trong hinh nén va & ngodi hinh ciu.

*Hai ditm M vi N giy nén nhitng vong trdn tim K, bin-kinh KM,
KN vi nim trong mit phing thing géc véi AH tai K.

Ta hiy tinh dién-tich hai vong d6. Hidu-s8 hai di¢n-tich d6 12 dién-
tich y ciia thiét-dién ma ta mudn tim. (K phai & trén doan IH).

Dung tam-giic vudng géc AKN, tacé:
KN = AK tg 300 =£‘;i

Trong vong O, tacd:

ARk 0l
EME o Krkn VFISAR B w 8

KH = AH — AK = a3 —x
KM? — (x—%”‘_) (a\/§—x)=_.x2+f?_x—a2

Tach: y::tKNZ—ﬂ'KN[2 %
y = x (KN? — KM?) :

Y 2, 4ay3 '2]

= _—— —X — N = L X—

i ( + 3 )

i ___,,—‘12‘_2_4ay/3_x+a2]

43 3

r4x’——4m;/3_x + 3a2]

T
dmr

Trong truwdng-hop ma K & trén doan Al ta khong c6 vong (K,KM)
dién-tich y rut lai chi con 1a: :

, 2 :
y_.-}—nKN’_—..ﬂi-=-’—‘-x2
3 3




Tém Lai; -
@) NEuK & trén doan AL thre 30 2 x 2 Y3 thi:

y=mnKN2__ -;—— X3
8) NéuK & trén dogn IH, tic 1 ‘“’T3<xé ay'3 thi:

y=n(KN? _ KM?) — ? (4x* — 4ay/3x + 3a?)

2. Bién-thién ciia vy, Budong bidu.di&n.
i a) O_A_xé“‘/‘3 »y=ix2
e 3 : 3
k y 12 mét ham-s8 bac hai don-gidn cda x. Trong khodng ma3 ta 43
‘dinh cho x thi y déng-bién, Dudng bidu-didn 12 mét cung parabol ; parabol
néy nhén g6c toa-dd 1dm dinh vi di qua ditm ( x = a‘;B y= %) fae
0 s L avh

3

X

X

= b a‘/3 <x£a\/3 -

0 2 aa
: 3 9
y ‘—? (4::2 4av73 x + 3c’)

D@Mﬂy _ﬁ(ex 4d‘/3) o

Nghiem-s6 cia dw-him Br=d3

-'Lﬁc x-—"V3 thly =0
Bdn:bltmthln

v& y=0.v




Dudng bidu-dién ' 1a
médt cung parabol.

3. Cach djnh x dé cho
y = B

Ta vé mot dudng
thing A nim ngang ma
phuong-trinh 13 y — [
(hdng-s8). Hoanh-dd giao-
didm cta A véi duong
biu-dién 13 tri-s§ cha x
ma ta phai tim. Bing bién-
ludn dwoc dit ngay bén
do6-thi.
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2| s0 nghibm s
0

—< z-al3

Mo’

=
8

=

o
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Hinh ciu

1. DPINH-NGHIA.

19. 1. DINH.NGHIA,

Hinh c#u la

quy-tich nhirng ditm trong khéng-gian cdch déu mot
di®m c8-dinh.

Bi¥m c8-dinh a6 goi 12 tm ; khodng
cich tir tim dén méi didm trén hinh ciy
13 bdn-kinh,

Mot hinh cfiu dwo'e dinh. ré biing
tdm va bén-kinh ctia né,

Coi hinh ciu tdim O, bin-kinh R.
Mot dudng thing di qua O, cit hinh ciu
tai hai ditm A, A’, OA’ — OA = R.

AA’ goi 3 mét dwdng kinh.

Hai di¥m nhv A, A’ goi 4 hai diem
dbi-tdm hay xuyén-tém-ds;,

Hink 130

19. 2. QUY.TicCH,

Cho mét doan ed-dinh PQ. Tim quy-tich nhirng di¥m M, bit
réng M nhin PQ dwéi mét gée vudng. ; ‘

- Gol O 1 trung-di¥m PQ (h, 130). O c8-dinh, _ ,
Trong tam-gidc PMQ, MO 13 trung-tuyén, Mot didu-ki¢n dt c6 va 4
& cho géc PMQ vusng 13 MO — 1%2 = hing.s8.

: _Q“?-ticfx clia M 13 hinh ciu tim O, bin-kinh PZ_Q tirc 13 hink a
ﬁ.!réf‘ns kinh PQ. S i -

Vay hinh ciu duwdng kinh PQ 1a g
-e8-dinh PQ dwéi mét gée vudng.

qg-ﬁch nhirng di¥m nhin doan
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19. 3. SU TRON XOAY CUA HiNH CAU,

Khi mét vong tron quay quanh mét dudng kinh thi né giy nén mét
hinh ciu.

Vay : hinh cdu la mgt hinh tron xoay.

Ta s loi-dung sy tron xoay 46 d&
khao-sit nhitu diéu vé say.

19. 4. Sy BOLXUNG CUA HINH CAU.

Tam O 1a tdm d6i-xirng ctia hinh ciu.
Trong hinh cau, bit-cr dwong kinh nio
ciing c6 the dung IAm tryc déi-xirng ; bit-cir
m3t phing n3o qua tdm O cung c6 the diang
lam mat déi-xi¥ng.

Mbt mit phing di qua tdm dwoc goi o
13 mat kinh. Hinh 131
19. 5. MIEN,

Mot hinh ciu chia khéng-gian ra 1dm hai mién: mién trong vﬁ mién
ngoai. Miém trong 12 mién c6 chira tim.

— Néu OA = R thi A nim trén hinh ciu,

— Néu OB > R thi B nim ngodi hinh ciy,

— Néu OC < R thi C nim trong hinh ciu va ddo lai.

\

2. TIEP-TUYEN — MAT PHANG TIEP-XUC,
19. 5. DINH.NGHIA TIEP.TUYEN.

Coi mét mit cong (S) trén d6 cb moét
duidng cong (C). Goi M 13 mét di¥m cb-
/dinh trén (C) va goi N 12 mét didm leu-déng
trén (C). MN 13 mét cdt-tuyén ctia S,

Cho N tién té&éi M, MN tién téi vi-tri
giGi-han Mt. Mt goi 13 tiép-tuyén ciia duwdng
cong (C) tai M. Ta néi ring: Mt 14 tiép-

Hinh 132 tuyén ciza mdt cong (S) tai didm M.,

19. 6. DINH.LY.

Nhirng tiép-tuyén ctia mdt hinh cdu O tal mdt didm M ddu nim
trén modt mét phéng. P6 la mit P théng g6e véi ban-kinh OM tai M,
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Col hinh ciu O trén 46 b mot diem M.
Goi (C) 13 mét duwong cong di qua M, v& trén
hinh ciu. Xét cit-tuyén MN, Tam-gidc OMN
cin vi OM == ON. Goi I 13 trung-dieém MN,
Ta biét ring OI 13 duwong cao clia tam-gi4c cin
OMN.

Khi N tién t&i M thi I ciing tién t&i M.
MN tién t&i vi-tei M, ti€p-tuyén cia hinh ciu
tai M ; OI tién téi vi-tri OM, géc vudng OIN
b vi-tri gidi-han 12 gbc OMt, vdy OM thing
gbc véi Mt (h, 133).

Qua M, c6 v6 s8 duwong cong (C) nén c6 vé-s8 tiép-tuyén Mz,

Tét ci cic tip-tuyén Mz déu thing géc
v6éi OM tai M. Quy-tich cia Mr 13 mit .
phing P thing géc véi OM tai M.P.goila
mat tép-xie ciia hinh ciutai M (h. 134).

Hinh 133

19.7. CHU.THiCH.

Ngudl ta ching-minh ring tal méi

diém M cia mot hinh try hay mét hinh .

nén, ¢6 vod-s3 ti€p-tuydn va nhirng tigp-

tuy&n dé ciing ndm trong mot mat phéng. -;

Hinh 134 Mat tidp-xiic dé dwg'e dinh bé dwdng

sinh di qua M, va tiép-tuyén cia dworng chulin tal noi ma dudng .
sinh dé c#t dwirng chuiin. : i

3. SU TUONG-GIAO CUA MOT HINH CAy
VA MOT MAT PHANG.

19.8. DINH.LY, B

Glao-tuy&n (dydrng twong-giao)
clia mdt mat phéng va mot hinh e#tu
12 mét véng tron. Tam eiia vong tron
46 1A hinh chi8u ofia tam hinh c#iu
xung mit phéng,

Ta coi mjt phing P vA hinh ciu
(S), tim O, bin-kinh R, Goi hinh chiéu
cia t4m O xudng P 13 H, Djt OH =d.




Wi e g A AR b SR

Liy mdt di¥m M trén P, tam-gidc vudng géc OHM cho ta:
OH? 4+ HM? = OM? N
BDdo lai, néu b he-thire (1) thi
géc OHM = 900, OH | HM vA M nim trong P,
Didu-kign dt ¢ va di d¥ cho M & trén hinh ciu 12 OM = R. Hé-

thire (1) thanh ra @ 4 HM? — R?
HM? — R? @
—Véi didu-kign R>d, ta c6 HM = VR? — @ — hing-s8.

Quy-tich cia M 13 vdng trong tdm H, bin-kinh 13 VR? — d?,
dyng trong P,

— Néu R = d thi HM = 0, vong tron rdt lal 1d mot didm H. Ta
néi ring mit phing P va hinh ciu (S) tiép-xdc véi nhau tai H.

— NE&uR < d thi khong th tinh dwoec HM, nghia 1A P v (S)
khong c6 dim ndo chung. Ta néi ring mjt phing ¢ ngodi hinh ciu.

— Néud=0thi HOWHM = VR _# = VR _0 = R
Vong twong-giao ctia P vd S 13 mdt vong tim O, bin-kinh R. Ta goi
vong dy 1 mdt vong lén cha hinh ciu ; vong iy 16n hon nhitng vdng
twong-giao khi m3d mit phing P khong di qua O, goi 1A vdng nhé.

19. 9. V|.TRI Ti.DOI CUA MOT MAT PHANG VA MOT HINH CAU.
Sy khao-sit & trén cho ching ta
két-lugn ring : C6 ba vi-tri tI-d8i gika =
mgt mdt phdng va mgt hinh cdu : TN
— hojc chﬁng cdt nhau theo mot “u
vong tron.
— hogc ching lx‘t’p«ﬁc véi nhm ‘
tai mot didm.
— hojic mijt phﬁng & mch hinh

Hinh 136 ciu,

19. 10. VL.TRI Ti.061 CUA MOT DUO'NG THANG VA MOT HINH CAU.

Col hinh ciu (O, R) vA duwdng thing D. Mit phing (O, D) cit hinh
ciu theo mdt vong 1én (V). Khio-sdt vi-tri tl-d8i cia hinh ciu (O) va
duwdng D rit kg 13 sy khio-sit vi-tri ti-d8i ctia vong (V) va dwm D

4 Deéthtkhbngdt.d&p«ﬁc.haydt(\l)mhdm&m. _



19, 14. HELUAN.

. Vay giao-didm cfia hai vong 16m 13 hai diy
- chta mét dudng kinh, Néi khic di, ching g
12 hai di¢m d6i-tam, Hinh 137

138

Khi mot dudng thing cit mot hinh iy thi chi cit dwoc tai hai

di®m 1dm ctng, Néi khac di, ba di¢m & trén mot hinh ciu khéng khi no
thing hing duoc.

4. VONG TRON VE TREN HINH CAU.

19.11. DINH.LY.

Qua ba di#m Ify trén mét hinh céy, ta chi c6 ths va dwo'e mot
vong tron thoi,

Ta d3 biét ba ditm A, B, C cta mot hinh ciu khong th thing
hang. Viy ching dinh diroc mét mit phing, Mit phing 46 cit hinh ciu
theo mdt vong tron (V), (V) chinh 1 vong tron déc-nhit di qua ba didm
A,B, C.

19. 12. HE.LUAN,

1. N&u mdt vong trdn c6 ba di¥m n&m trén mét hinh c#iu thi né
hoan-toan ndm trén hinh ciu dé,

2. N&u mot vong tron khong ndm trén mét hinh eiiu thi né chi
6 thé cdt hinh cliu tai hai didm Ia eung. }

19. 13. DINH.LY.

Qua hai di¥m khéng ddi-tam ctia mét hinh ciiu, ta e6 the vé
dwg'e' mét vong 16'n chi mot thoéi.

That th, hai didm khéng d8i-tim A, B vi tim O cta hinh ciu dinh
mot mit kinh doc-nhit. Mit d6 cit hinh ciu theo mét vong Ion ddc-nhit.

Hai vong 16'n ctia mot hinh ciu eit
nhau tai hai di¥m d8i-tam,

- That the, hai mjt phing chira hai vong
16n 13 hai m3t kinh, Hai mit kinh 46 cit
nhau theo mét dwrong thing di qua tAm.
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19. 15. CY'C CUA MOT VONG TRON VE TREN MOT HINH CAU.

Col mdt vong tron (V) v& trén moét hinh ciu, Tryc clia vong tron
cit hinh ciu tai P, P'. P va P’ gol 1 ewe ciia vong (V). |

Truc PP' &i qua tdim H ctia vong (V), v qua tdm O ciia hinh ciu,

Khodng edch tir mot di¥m M 1y trén mot vong tron vé trén
mdt hinh ciiu tél mdt ewe 12 mdt dogn khdng dbl,

Thit viy, P nim trén tryc cta (V) nén P
cdch déu moi di¥m ctia (V).

Khoang cich PM gol 13 ban-kinh cwe.

M&i di8m M & trén (C) c¢6 hal bin-kinh
cye 1a PM va P'M,

19. 16. DINH.LY.

TAt cd nhirng di¥m ctia mdt hinh citu ma
khodng cdch tél mdt diém P 1y trén hinh
citu 14 hiing~s8 déu ndim trén mot vong tron,

Goi P’ 1a di¥m d8i-tdm ciia R, Gid-str ta cd
mdt didm M nim trén hinh ciu thda cho didu-
kitn PM == hing-s6 < PP’ (tirc 2R). Céc tam-gidc vudng géc nhue PMP’
bing nhau ci (PP’ chung, PM khéng ddi).

Hinh 138

Viy céc chidu cao MH cita chiing déu cb chﬂn chung 1a H va dai
bing nhau, Quf-tich ctia M 1a vdng tron (V) tim H, dyng trong mit
phing thing géc véi PP’ tai H.

Cou hdi. Cho OP =R ; OH = d. Hiy tinh PM va P'M.

8. CACH PINH MOT HINH CAU.

19. 17. HINH CAU QUA HAI DIEM.

PINH.LY, Qui-tich tdm nhirng hinh citu di qua hal di¥m A.
I mit trung-trye odia dogn AB,

R ad

A
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Mubn cho O Ii tim mét hinh cig qua A, B thi ta phdi c6 va chi
cdn ¢6: OA — OB. Nhw thé, O cich déu
A, B. Viy quy-tich ctia O Ia mit trung- o :
true cia doan AB. T

2

Hai di¥m A, B khong di dinh r5 mét
hinh ciu, vi qua A, B o6 v6-50 hinh .
19.18. HINH CAU QUA BA DIEM KHONG s B

THANG HANG.

DINH-LY. Quy-tich tam nhirng hinh
cdu di qua ba di¥m A, B, ¢ khéng thing
hang 12 trtic elia vong tron qua A, B, C, Hink 139

thing hing thi ta phdi c6 va chi cap ¢6: OA = OB — OC. Nhu thé
O cich d¢u A, B, C. Quy-tich ctia O 13 truc ctia vong tron ABC.

Ba ditm khoog thing hang A,B,C |
khong di dinh 15 mot hinh ciu, vi qua ;
A, B, C c6 v6-s5 hinh chu,

A{O
A C 5
19.18. HINH CAU QUA BON' piEm
KHONG CUNG O TRONG ‘MOT
B
l

MAT PHANG,

DINH.LY. Qua bdn dism khong

cing & trong mét mét phing, c6 mot
Hink 140 hinh c#iu va chi mét thai,

Coi tér-dign ABCD, Ta hiy tim tim hinh ciu di qua 4 ditm A,B,C,D.

Goi O I3 tdm hinh ciu 46, Ta cb
OA = 0OB- OC — 0D,

Vi OD —'0B — OC, nén O nim
trén tryc A ctia vong tron ngoai-tiép
véi tam-giic DBC,

Vi OA = OB, nén O nim trén mit
trung-truc P cia doan AB,

Do d6, O 11 giao-di¥m cita A va
o P.A'M P nhit-dinh cit nhay v néu
khéng it nhay thi p - song-song
véi A the I P thing - géé véi miit

Yots
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DHEC. Lic d6 AB (thing géc véi P) ndm trong m3t DBC ; tirc 13 bén

ditm A,-B, C, D cing & trén mot mit phing, tir-dién khong c6 nita.

1% 19. HELUAN,

_ 1. Quamét vong trdn va mét digm & ngoal mit phéng echa
vong dé, chi e6 mdt hinh ciiu dée-nhét. !

That thé, hdy 14y ba di¥m A, B, C & trén vong tron. A, B, C va
diém D & ngodi mit vong tron t30 nén mot tir-dien ABCD. Tir-dién d6
chi c6 mot hinh ciu ngoai-tiép. S

2. Qua hai vong tron cit nhau tai hai diém va khéng cung &
trén mét mit phing, chi e6 mét hinh ciiu dde-nhét.

Goi hai giao-di®m ctia hai vong tron 13 A, B. Liy mdt ditm C
trén vong thér nhit, mét di¥m D trén vong thé nhi. Ta dwoc bén didm
A, B, C, D, va nhw th€ 1A tr& vé trurdng-hop di xét & dinh-ly trén.

19. 20. DINH-LY.

Qua hai vong tron ti€p-xic nhau va khéng cing & trong mot
mét phing ¢6 mot hinh ciu dde-nhét.

Hai vdng tron I va J dung trong hai mit phing khic nhau va cé
tiép-tuyén Tx chung. Tx 13 giao-tuyén clia hai mit phing. Nhw thé,

Tx thing gécvéi hai bin-kinh JT
vi IT cta hai vong, tirc 13 Tx
thing géc véi mit phing JIT. Truc
ctia vong I trire-giao véi Tx vi Tx
duyng trong mit phing vong I
Ciing vdy, truc cia vong J tric-
giao v&i Tx. Do 46, hai truc iy
nim trong mjt phing JIT. Ching
phdi cit nhau vi néu song-song
thi JIT thing hing, tréi gii-thiét !
Hinh ciu tdim O, bén-kinh OT ; »
chira cd hai vong I, J. «_Hinh 142

Chi.¢ 1 Nguwdrl ta dinh mdt hinh ciiy béng :

— tAm va bén-kinh eda né. ; e

— bdn di#m khéng cing & trong mdt mit phéng

B
\.‘
<%
i




— mét véng tedn va mot ditm & ngoai mat phéng eta vong dé. ¢
~— hai vdng trén twong-giao, khong cing & trong mdt métphéng. _
— hai véng trén tidp-xiie, khong cing & trong mét méat phéng,

6. SU TUONG-GIAO CUA HAI HINH CAU.

19. 91. Ta coi hai vong tron O va O’, béan-kinh Bn-lwot AR va R’

Gid-str chiing cit nhau & A v B. A vi B d8i-xtrng nhay qua dudng
tdm OO’. Néi AB; AB thing géc véi 00! tai H

Cho hinh vé quay qisanh truc OO’ thi ta dwrgc hai hinh iy, Digm
A gly nén mét vong tron tAm H, bin-kinh HA ; véng ndy nhin ' 00’
Iam tryuc, nghia 1a né nim trong mit phing thing géc véi OO’ tai H,
Viy ta ¢ : : :

DINH.LY.

Khi hai hinh cu c6 mét di&m chung A khong ném trén dworng
tdm thi chiing e6 mét vong tron chung. Véng dé goi 1a vong twong-
giao ciia hai hinh ciiu, 21 1 :

Chi.y. Khi hai hinh c#iu c6 mét di¥m chung n&m trén dwong
tdm thi ta néi ring chiing tigp.xic nhau,

19.92. V|.TRi Ti.®6I cUa
HAI HiHH CAu.

Coi hai vong tron 0, 0,
bén-kinh R, R’,

Cho hinh v& quay quanh
tryc OO’ thi dwroc hai hinh ciy,

Vi-tri ti-d8i ctia hai hinh g
ciu cling 13 vi-tri ti-d8i ciia hai Hinh 143
vong tron nghia 13 :

|IR—R|<d<R 4R 2 hinh ciu cdt nhau,

_ 4 <|R—_R| ST Zhlﬁh&uétroughm
i d=|R- R - 2 hinh chu tidp-xic trong,

i




d=R4+ R 2 hinh ciu.tiép-xic ngodi.
d>R+4 R 2 hinh ciu & ngodi nhau.
d=0 2 hinh ciu d¥ng-tdm.

7. MAT TRU VA MAT NON TIEP-XUC
VOI1 MOT HINH CAU.

19. 23, Coi mdt vong trdn tim O va mét ditm S & ngodi. Ké tiép-tuyén
SM 161 ha MH thing géc véi SO,

Cho hinh v& quay quanh tryc SO, vong tron (O) giy nén mét
hinh ciu (h. /44). Ditm M gy nén mot vong tron (V), tAm H,. tryc
la SO. “

Dudng SM giy nén mét mjt nén tron xoay, dinh 13 S, dwong
chuln 12 vong tron (V), nira géc dinh 12 MSO = a.

Mt nén d6 goi 12 mdt nén ngogi-tiép véi hinh cdu. D6 1 qu?—t'lch
nhitng ti€p-tuyén ctia hinh ciu, phat-xuft tir S. Vong (V) goi 1A vdng
tiép-xic. D6 1a quf-tich nhiing tiép-didm,

S

Hinh 144 : Hinh' 145

19, 24, Coi mdt vong tim O vi mdt dwong xy di qua O. K& dudng
thing A song-song xy va tiép-xic véi vong O tai M.
Cho v& hinh quay quanh tryc xy, vong tron (O) gdy nén mot hinh

ciu (h. 145). Ditm M giy nén mét vong trdn (V), tim O, tryc 12 xy,
Dudng A gy nén mdt mjt tey tron xoay, dudng chuln 13 vbngll;l ).
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M3t try d6 goi Id

mit itry ngogi-tiép véi hinh ciu. DS 1A quy-tich

nhitng ti¥p-tuyén clta hinh ciu, song-song v&i xp, Vong (V) goi 1a vong
tiép-xic. PS 13 quy-tich nhirng ti€p-ditm.

8. DIEN-TICH HINH CAU.

19. 95. CAU.DG1.

1. Cu-déi 1a mdt phiin eda b mat hinh ciu giéi-han bdi hai

mit phding song-song.

2. Col mot vong O, ban-kinh R, trén d6 ta ldy mét cung AB. Ha
AA’, BB' thing géc v&i dwrdng kinh A (A khong xuyén qua AB). Khi

Hinh 162

cho hinh v& quay quanh A, cung

AB gdy ra mt cdu-déi, cung AB
goi 1a cung sinh. A vA B giy nén
nhitng vong trdn mi tryc 13 A. D6
13 hai vong ddy ctia cdu-déi. Khoing
cich A'B’ = h cita hai mjt ddy goi
13 chi®u cao ctia ciu-déi.

3. Dién-tich cla ciiu-déi biing tich-s8 chidu cao véi ehu-vi
mdt vong trén I1én clia hinh ciiu mang cu-déi dg:

d’=2ﬂR.h

4. Trong mot hinh ciiu, ti-s8 hai ciiu-déi bing ti-s8 chidu eao.

19. 26. CHOM CAu.
/. Khi di®m A cta cung sinh
AB nim trén tryc quay A thi cung
AB sinh ra mét ciu-déi d3c-biét chi
cé mot ddy : d6 13 hinh chém cdu.
Daiy cung PA goi 13 bdn-kinh

cwe cia chdém ciu. A goi 13 dink cta

chom ciu, AB’ 13 chidu cao.

A

Hinh 147

2. Dig¢n-tich ciia chdm ciiu biing tich-s8 chidu cao vél chu-vi
~ mdt vdng trdn 16'n cda hinh elu mang chdm ciiu dé :

J=2xR.h
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3. Ta chi-y ring trong tam-gidc vubng géc ABC, ta ch:
AB' % AC = AB? Y
tirc 12 h x 2R = AB?

va S =27R.h—| nAR?

Viy : dién-tich cfia chém cXu béing dién-tich clia hinh trén ma
ban-kinh béing ban-kinh ewe ctia chém cHu,

4. Ta phii nhé ring ta khong tinh thé-tich ctia hinh chém ciu va
hinh ciu-déi. Hai hinh d6 chi c6 dién-tich théi, ;
19. 27. DIEN.TICH HiNH CAU.

I. Tacé the coi hinh ciu nhi 13 moét ciu-déi ma chidu cao I3
h = 2R. Vi thé, dién-tich ctia hinh ciu 13 :

S =21R x2R=| 4 n R?

Dién-tich ctia hinh ciu b&ng bdn I#n dién-tich Qﬁa mét yong Iém.
2. Goi dudng kinh 13 d — 2R, dién-tich hinh ciu 1a: :

d'=47KR2=7l(2R)2=I n. d? l i

3. Coi hai hinh ciu ma dién-tich 13: : A

S1=4n R? vi Sy — 4n R Ti-sé 12 ;

Sy _4nRP  [Ry\? :

Ti-s8 dién-zich hai hinh eu bing binh-
phwong elia ti-s8 ban-kinh.

19. 98. DIEN.TICH HiNH MUl CAU.

7. Hinh mii cfiu la ph#in chia mit clu

& trong khodng mdt nhi-dién ma canh la . o
mét dwdng kinh ciia hinh edu, Hinh 148 :
2. Goi « (49) 1256 do cira nhj-dién, dign-tich clia hinh mdi ciu 1a:
Jopu R X e R

360 90
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9. THE-TICH HINH CAU.

19. 29. HINH QUAT CAU.

1. Hinh quat ciu 13 c8-ths
gy ra béi mét hinh quat tron
khi né quay Xung ~ quanh mét
dwéng kinh khéng xuyén qua noé.

Hinh quat OAB goi 1d hink
quat sinh.

Ciu-déi giy béi cung AB Iy
clu-d6i ddy chia hinh quat ciu, ; Hinh 149
Chiéucao & cfia ciu-déi diy ciing 13 chi®u cao h cta hinh quat ciu.

2. Th.tich hinh quat ciu tinh theo céng-thirc:

ﬂ:%—anjl

19.30. THE.TICH HiNH CAu.

I. Ta cb tht coi hinh ciu nhe 13 mét hinh quat ciu trong d6 chidy
€20 h = 2R. Do d6, th¥-tich ciia hinh ciu 13:

B ¥ 4
=P R2 R —=| = 3
V=g Ram [ Ay

(rcR:—-,taoé:

Néu goi dwéng kinh cha hinh ciu1d d — 2Rt :

3 :
o= -2 [T

2. Coi hai hinh ciu ma thi_tich 1

6291:"%::12,3 vi Q}z;%n_R, tach: -

ﬁ_(&)"'
YV, \R

Ti-s8 th¥-tich eua hai hinh ciiu bing tam-thira eiia -s8 bén-kink,
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19. 31. HINH VANH CAU.
7. Hinh vanh c#u  la
c8-ths gay b&i modt hinh
vién~phadn AKB khi n6é quay

quanh mét dwong kinh
khéng xuyén qua né.

L 2. Theé-tich cha hinh
vanh ciu 13 :

v - —é— x AB%h

Hinh 140

h 13 chitu cao clia ciu-d&i gy bdi cung sinh AB.

19. 32, HINH MUI CAU (h 148).

The-tich 1A : L 7
4 o r (@)
YV=—n R3 d
3 360 139
‘: - "R% a
bt A4 Hinh 151

19, 32, HINH CAU.PHAN HAI DAY (4. 151).

/. Hinh cHiu~phan hal
ddy la phiin clia khdl ciiu -
& trong khodng hai thidt- -
dién phéng song-song.

2. Goi r,r' 12 bin-kinh
; hai hinh trdn thiét-dién va h
W Ia chidu cao (tirc khodng-cich
< ciia hai mjt cit song-song);
; thi-tich hink _ chu-phdn hai
Hinh 152 day 1a:

=';—"h'+-%—nh\(r’+r'ﬂ) ]




3. Trong trwdng-hep hinh ciiu-phan mét day (h. 152), ta’ dﬁng
cong-thirc : S

W= L k@R —h)

BAI TAP

19. 1. Cho hai hink c3u dong-tsm O, bén-kinh [5nlret 3 R, R'. Cat hai hinh chu
d6 Bing mot mét phing cich O mot khodng x. Ching-td dign-tich hink vénh
khan gici-han bsi hai vong tron thiét.dién I3 mgt hing-sé.

19. 15. Tink bén-kink hink ¢8u ngogi-tiép ciia mpt khéi bon mat déu, canh I3 a. -Tinh
bén-kinh hink csu ngi-tiép trong khéi .

1952 ph, mgt tam-gidc vuéng va csn ABC (AB=1AC =a). Lsy CB Ism dwong
kinh, vé mot vong tron () dyng trong mit phdng thing géc véi mét phéng
ABC. Trén (1), ldy mét digm M. 2
1. Tinh MB2 + M2,

2. Dinktém va tink bén

-kinh hinh ciu ngogi-tiép cia khéi té-dién MABC.

19. 3. Cho mgt mét phdng P, tro,

. mbt vong tron bén-kink R,
S, OS =, ey

ng d6 cé.mét tam-gisc ddu ABC nfi-tiép trong
tam O. Trén tryc cia vong tron O, lsy mot Mln %

1. x bst-ky, ching-t6 réng nhing gdc & S cia hinh té-dign SABC blqg nhau,

2 Tinh;x d& méi gée néi trén bing 900,

3. xcb trisBvira tim thiy & cdu hai, coi
Chéng-mink ting nim diém A/ B, C.S, S nim

diém S’ dinh b3i 08" = — 2
trén mot hink c3u. -

¥

19,4 Cho mt binh ndin trdn xosy dinh S, bén-kinh déy R, chitu cao x» Trong v
trdn ddy, c6 mpt tem-gide déu ngi-tiép ABC, oSt R

T Tivh x theo R db cho SABC I t.dign ga, Tink, tha.tich cia 1
theo R. 'I'lpqg nhing cau sau, x €6 trj.sé vira tim thay, ‘ an
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Dinh tsm hinh c3u ngogi-tiép cta ti-dign STABC. Cé the néi gi v& hinh ciu
ngogi-tiép. cta t-dign SABC ?

19. 5. Cho mét dogn cé-dinh AB = I trong mét mst phdng P. Ter A, ké.nia Jero-ng
thang Ax thdng géc véi P. Trén Ax, I8y doan AO = AB = [,
1. Goi C I3 mét diém cia mit P théa cho didu-kign BAC = 300 va
ACB = 900. Tinh thé-ich khsi OABC.

2. Trong mjt P, coi mét dvéng thdng D o6 tlvé quay quanh diém c8-dinh
B. Goi M I3 chén duwdng thing gée ha td O xuéng D. Quy—tich ciaM?

3. Dt BM = x. Tinh theo lva x thé.tich cda hink thép OAB’M. Dijnh M
dé cho thé-tich dé cye-dai.

4. Ching-minh rdng dinh cia céc hinh-thsp OABM ndm trén mét Mnh ciu
c8.djnh. BDijnh tém va tinh bén-kinh cta hinh cdu dé.

19. 6, Cho mét tam-gidc déu ABC, canh I3 a. Ké nira Ju-d-ng thing Az th‘ng gée
véi mit phdng ABC. Trén Az, ldy doan AS =

1. Dijnh x d& cho nhj-di¢n (S, BC, A) bing 450.
2. Tinh theo a va x ban-kinh cia hinh c3u ngoai-tiép ctia ti-dign SABC.

3. Goi M I3 digm déi-tém cia A.6 trén hinh cdu. Quy-tich cia M khi S vach
nén Az :

19. 7. Cho ba nira dvérng thdng Ox, Oy, Oz thdng géc nhau déi mét. Trén Ox,
16y m¢t diém A ; trén Oy, ldy mét didm B ; trén Oz, 18§y mpt digm C. AB
c6-dinh, C lvu-déng trén Oz,
1. Goi hinh chiéu'cia O xubng mst phing ABC I3 H. Ching-t3 ring CH
I3 mét duwdng thdng déng chd-y trong tam-gisc ABC. Ching-td réng CH di qua: mét
diém c8-dinh va ndm trong mét mt phdng cé-dinh. Quy-tich e¢ta H ? :
2. Dinh ré tam S cta hinh cdu ngogi-tiép vé&i ti-dign OABC.- Quy-tich cia S ?
3. Ching-minh ring ba hinh cdu duwdng kinh AB, BC., CA cé mét diém ,
chung O. Dong mét phép dbi-xiing qua mpt mit ph&ng dé tim ra mﬁt ‘diém clmng ;
the nhi O’ cia ba hinh ciu. Quy'tfch cva O°? N

19,8, Cho ba niva duong thing Ox. Oy, Oz thing gde nhou 08I rnd(. Coi ARG
15 ba diém I8y [3n-lrot trén Ox, Oy, Oz el

1. Goi H 13 hinh chigu cba O xubng mit phing ABC Dinh 5 vl-tri cia H 6' &
trong tam-giéc ABC. " ;

2. Dynh tam © c&a hinh o di qua bén digm A, B, C, /0 RS

5. Goi 01, Oy, O3 IJ diém d6i-xing cia O qua céc emh BC, CA, AB- i
Ching td réng O1, Oy, O3 ndm trén hinh cdu ®,




in
oy

TOAN
Cho mt doan OS = d. Coi mét hinh cliu tam O, bén~kinh x,

1. Phéi chon x th& nao d¥ cho S c¢6 thé ding dwgre lam dinh
mét hinh nén ngoai-ti€p véi hinh elu ? Trong truwdng-hop cé hinh
noén dé, tinh theo x vad dién-tich etia vdng tron (C) chung cho hinh
c#u va hinh nén. :

2. Chirng-minh r3ng, khi x thay d6i thivéng tron (C) ndm trén
mot mét cong cd-dinh. Mit cong dé la mit nao ? . -

3. Tinh theo x va d dién-tich xung-quanh ctia hinh nén ngoai-
ti€p véi hinh ciiu [hinh nén dinh S, day (C)]. Tinh x d& cho dién-
tich d6 béng dién-tich ctia hinh ciu. :

BAI GIAI

1. Céch chon x.

B2 choS 6 the ding dwoc im dinh mét hinh nén ngoai-tiép véi
hinh ciu, ta phii c6 S & ngoai hinh ciy, nghia 2 OS> x thrc 3 g > x
hay ; x <d X

Hinh nén ngoai-tiép véi hinh ciu theo mdt vong trdn (C). Tam cia

(C) 12 H : H 12 hinh chify clia mét digm M
&y trén (C) xudng OS, . : '

Bén-kinh cda (C).

S

Tam-gidc vudng géc OMS cho ta:

OH .O0S — OM?
sDods 1~ op cOML .x
; : OS." d

~ Ap-dung dinb-ly Pythagore vio tam.
gidc QMHg.h)Oé 5 ;

HM? — OM? _-op2

x5
— 1 e T
a2 _d‘.'(d?1 )



Dién-t{ch ctia vong (C) 1a ;
 x* (d* — x?)
e

m M2 —

2 Veéng (C) & trén mét hinh cdu c6-dinh-

MSi di¥m M cia vong (C) nhin dogn cS-dinh OS dwéi mét géc.
vudng. Vi thé, vong (C) nim trén hinh ciu c8-dinh ma dudng kinh 13 OS,. -

3. Dién-tich xung-quanh ctia hinh nén.

Hinh nén ngogi-tiép véi hinh ciu 13 m¢t hinh nén trdn xoay ma

dinh 13 S, trung-doan 12 SM, ban-kinh diy 12 HM.
Di¢n-tich xung-quanh céia hinh nén 46 3 of = n . HM . SM,

Thé ma HM — % V& _ 2
A
SM=Vd&_ 5 (tam-gidc SMO)
cho nén =n%\/d2—x2.V’d’—x’
xx (d* — x?)
bty 5o

Tinh x dé cho f bing dién-tich ciia hinh cu."
Dién-tich ctia hinh ciu 13 4nx2.
Ta cb phwong-trinh : A\
n x (42 — x?) .
d 5
Gat ra ngodi tri-s§ x = 0, ta cdn 06 :

iz PRV B

= 4n x2

d
Suyra  x* 4 4dx— d®* =0 R
=~—2%d/5




Trudc tién, ta coi nghiem-sé duong ;
X 00 LS a5 )
Sau, ta xét xem tri-s8 d6 6 nhé hon d khong. V15 — 2 ahit
dinh nhé hon | nén t2 o6 x — d (/5 — 2 id,

Viy tri-s8 ciax 1z d (/5 _ 2)

‘® Cheh v x,
Ta c6 doan d.
Mubn v& d)/5, ta v canh huy¥n clia mét tam-gidc vudng géc ma :
mot qnh 12 2d, mét canh 13 d. i
Duoc dY/5 18, ta bt di 2d thi o6 x,
TOAN

: Gol AA’ 1A du'?rng théing gée chung eﬁa hai dwdng thing trgro-
glao D, D’, V& hinh ciu duwdng kinh AA’. Coi mét dudng théng Al
ﬂﬁp-xdc véi hinh ciu & M va cét hai du-b' ng D, D’ lﬂn-.lll'q‘t b' P, P’

1 So-sénh PM véi PA va so-sénh. -P'M v6'l P'A’,

2 Tim h¢-thire gitra AP — x, A'P — -~y va AN —q,

3 Tim khodng céch tr M 61 mat: DAA’ va t6-l mit D'AA",
% ouv-ﬂeh cla m. e

it

BAI clAl

: th!ngg(tc véi bﬁn—kfnh ciia ﬁlnh o!u ;
u; PA D m¢t Hiép-tuyt




2. Héthéc gitra x, Y, a

D thing géc véi AA’ va truc-giao véi D’
D'AA’ (m3 ta s& goi Id Q). Ta suy ra
ring D thing géc véi ApP’, ; D

P

, nén D thing géc véi mit

D’ thang g6c v&i AA’ va trire-giao véi
D, nén D’ thang géc véi mit DAA’ (m3 ta .

2 s€ goi 1a R). Ta suy ra ring D’ thing géc Mg P 7D g
ij‘ véi A'P, . S
|

7. e ] SN
A

Trong tam-giic vudng géc PAP’, tacd : é H 7/
P’P2 — PA2 | AA?Z2

:
i I Trong tam.-giic vuéng g6c AA'P’, tach: Hinh 154 :

B AP2 — A'D2 | AA%
Vi thé P'P? — PA? | A'P2 | AA% n
Nhung AA'—a ', AP — » » AP =3y
PP — PM - PNY - PA+ PA' =x +‘y :
(D trd thanh  (x + 3= 4 32 4 @
) Do 46 2xy — a2
" Khoang céch tir M téi. hai mat phing Q, R.
Khi ha MH thing géc véi Q thi MH song-song véi PA. Do dé

H nim trén AP, S
Khi ha MK thing géc véd R thi MK song-song véi P'A’, Do dé,
K nim trén A'P.
Hai tam-giéc dong-dang P'MH, P'PA’ cho ta:
MH P'M /
PA PP ,
: PA.PPM _ =xy
Suy ra MH o
. Hai tam-giéc dbag-dgng PMH, PP’A’ cho ta: '_ ;
MK Wd i

P'A’ PP
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Suy R MK = PNy
PP’ X+ y
Do d6 : MH = MK ?

4. Quy.tich ctia diém M.

M cich déu hai mit phing Q, R (hai mjt d6 thing g6c véi nhau i
mit no chira mot dwing thing géc véi mit kia). Vi thé, M & trén m 34" !
phén-giic clia nhitng nhi-dién vudng géc dinh bdi hai mit phing Q,
(c6 bSn mit phan-gidc, nhing chiing 13m thanh hai mjt phing).

Hon nita M & trén hinh ciu du'b'ng kinh AA’,

Quf-tich cia M 12 hai vong 16, d6 lA vong ttrcng-giao clia hinh
vé&i hai mit phing néi trén.




. khodng (b, c).

BAI TAP ON

1. Hai nda dwong thdng Ax, Ay & trén mit phdng Q cit nhau thanh 600,

Trén duong théng géc véi Q tai A, lIsy AB = a, T B, vé Az song-song
véi Ay. Trén Ax, lsy AM = x, Trén Bz, lsy BP. = 2x.

1. Tinh MP va thé.tich ctia khi ABMP. theo a va x.

2. Tinh x khi géc-cia MP véi m3t Q 13 600,

3. Tim quy-tich cda trung-diém dopn MP k.hi x thay déi.

4. Ching-minh rﬁng MP song-song véi mét mat phing c6—a‘1nh

2, Cho mét tam—gléc DBC. Trén cfud'ng théng gdc x'Dx véi m#t DBC, ta Jay

mét digm A. Ké hai dl.r&ng cao DE, BF cta DBC. Ké duvong cao BK
cta ABC. :

1. Ching-té — AE I3 mét dwédng cao cia ABC.
— BF tryc-giao véi AC.
— AC thang géec véi FK.

2. Chiéng-td NH thing géc véi mit ABC (N I3 tryctam cia DBC, H I3 trye-

tam cda ABC).

3. Tinh gée NHC, NKC Séu digm N, H, E, C, K, F c6 & trén mét h)nh
céu khong ?

3. Cho mét na vong tron dwudng kinh AB = 2R dyng trong m#t P. Doan =

SA =R théng gbc véi P. Léy ba déy cung AD = DC =CB =R.
N N

1. Tinh gié-tri céc géc SDB, SCB.

2. Tinh thdtich khéi thép SADCB.

3. Mgt mit phdng song-song véi (SAB) cét SD, SC, AD, CB & MNPQ fheo 4

thirty. Dit AP = x, tinh y = MN2 + MP2 + NQ?2 theo x. Blémthlén cta y theo
% Otro'ng biéu-dién.

4, Cho m¢t géc tam-dign Oxyz, méi m§t bing 60°. Trén Ox, Oy, Oz, ‘ta I8y [3n-

lvot OA =a, OB = b, OC = c, L .
1. Tinh ba canh cua tam-giéc ABC theo a, b, c.
2. Tim I;é-thzic gllh a, b, ¢ d& cho BAC 13 mﬁt gdc vudng.

3. Cho biét d‘oan a, tdng-s6 b + ¢ = sva BAC = 900, hay tinh b va c. Bién- f

luén theo s. Ching-td rlng ‘néu ta tinh duwoe b va c tht hai s6'a va 2a lot vio !rony




5. Cho mét tem-dizn dinh S, mdi mit bdng 60°. Trén mdi canh, theo thcr»tgr
nguri ta Idy nhing dogn SA =1, SB = x, SC = y.

1. Tinh canh BC (chung cho hai tam-gisc ABC va SBC) t/;eo X V3 y.

2. Thiétlap hé-thic gita x va y d& cho ABC I3 mét tam-gidc vudng gée tai
3. ABC I3 tam-gidc vuéng gdc ti A, hay tinh x vd y décho BC =

Tinh theo [ t8ng-s6 dién-tich ctia ba tam-gisc SAB, SAC vi SBC.

6. Cho mét tam»dlen ba géc vuong OXYZ. Lsy ba diém A, B, C trén 0OX, oY,
OZ theo thé-ty. Gid.stx OB = 20A. Mgt a‘uvé'ng théng lru-dong trong mst
phéng XOY va song-song véi AB, né cit OX 6 M ; cit OY & N,

1. Tinh OM = x, ON =y, bié rang MN =1 (1 I3 m¢t d¢ d3i cho 38n).

2. Ching-t3 réng : tuy - mjt phéng CMN lru-déng, nhung né van chia _mot
dzrd'ng thing cé-dinh. : i :

3. Tim quy-tich cia trung-diém céc canh, cta trong-tsm tam-gidc CMN.

4. Ching-t6 ring trung-tuyén phst-xust to M cta tam-gise CMN tryce.giao véi
. phan-gidc trong cia géc XOY. '

i

7. - Trong mét mt phéng P, vé véng O, Ju-d'ng kinh AB = 2@ Mgt dsy cung MN
3 théng gdc v6i AB tai H. Dt BAM = a. K& Ax théng gdc v6i P tai A ; trén
; Jd ta lsy AS =R.

1. Tioh ode canh, dién-tich mé&i mit va tln!-(ich ctia hinl) thép SAMN.

- 2. Muén cho the-tich hinh thép SMNB g3p ba th!-tich hink thép SAMN tlhl_cz ;
i pbél 13 bao nhiéu ? ; : :

5 C/m!u théng diém B xu6ng mat SMN thﬁnh /5 Qu?—tfch cda | khi & biép(;’ ;
th:en tr O JEn % : ‘ 4

Cho mét tam-gidc can ABC AB AC = a\/5 ‘BC = . .
thdng thing gdc véi mit tam-gidc tai 4, ta ldy mot didm D Jinh bdvl
1 Tinh h J{ cho tam-gisc DBC I3 tam-'giééim&nﬁ gi'Se.’ Hf

T d‘ay v! u. to Iiy h= a\/3‘
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6. Cho met hinh thép ABCD trong d6 ABC = DAB =DAC = 90°, AB =12,
BC =.9, AD = 16. Mot diém M chay trén doan AB. Dit AM = x. Mst
phing thing géc véi AB tasi M c&t AC& N ; DC & P; DB ¢ Q. -
1. Ching-td ring DBC I3 mét géc vuéng, BC tryc-giaovéi AD, va MNPQ I3
hinh chir-nhat.
2. Tinh dign-tich S cia cha-nhat MNPQ. Bién-thién cta S. Duwdng bidu-dién.

3. Tinh x d& cho (dt : dién-tich) :
dt (AMN) + dt (DPQ) = dt (BMQ) + dt (CNP).

10. Cho mét hinh Isng-try diéng, chigu cao I3 h. Déy 13 nhtrng tam-gidc vuéng-
" gbc va can OAB, O’A’B? (OA = OB = a). Céc canh bén I3 AA’ BB’, OQ'.
1 Tinh thé-tich v& dign-tich todn-phin cia kbsi d6 theo a vé h.
2. Ching-t6 réng Ol tryc-giao véi AB’ (I I3 trung-diém cia AB).
3. Ha OJ thing géc véi AB’. Ching-td ring mit phéng JOI thdng géc véi
AB’s Ching-t6 réng OlJ I3 mét tam-gide vudng gdc. i
4. Tinh cosin cta géc phdng cia nhi-dign (B, AB’, 0). Tinh sé do ctia nhj- .
dién khia = h. !

11. Cho méi doan 11, trung-diém 13 H, HI = HJ = a. Trong mét trung-tryc P e
cda doan 1/, ta 18y mot diém cé-dinh O va dst OH = 2L ; / ;
1. Ox I3 mpt dwong bét-ky, gid-si- réng | va ] chiéu thgng xuéng Ox thanh
hai didm trong nhau tai M. Chdng-td ring Ox tryc-giao véi ). Ox ndm trong mit
phdng néq ? P \ A
2. Tim quy-tich cia M khi dwéng Ox thay dbi. ;
3. Coi tam-gisc déu dinh O npi-tiép trong vong tron dwdng Irinl; OH, d'u-r‘ng;': s
trong P. Coi hinh thép dinh I, déy I3 tam-gidc d€u ndi trén. Tinh céc canh vé the-
tich ctia hinh thép dé. : g : ik o
‘4. Dinh tam va tinh bén-kinh hinh ciu ngoai-tiép v&i hinh thép ndi tr.é_q.

12. Cho hai duwdng théng tryc-giao D va A. Goi duwong théhg gde chung [a’AB‘
(A & trén D ; B & trén A). Trén D, c6 mét digm leu-déng M s trén A, 6
mét diém lru-déng N. Eaer ] A
1. Chingtd réng bén mat cia hinh! t¢-dign ABMN 13 nhitng tam-gidc
vuéng goc. ; 57 + S
2. Dinh tam hinh csu di qua bén_ diém A, B, M, N. Suy ta quy-tich cia
trung-diém cta dcan MN khi M va N lea-déng. i Gl

3, 1Cho biét rsng MC = 2 (hng-56), tim qyy"tfc'h cia trung-diém cia Joan: MN.
4. Cho AB=d. AM = BN = n. Tinh thétich cia ts-dién ABMN. theo
dvan’ - Gl deow g




13.  Cho mét tam-gisc vuéng gée AOB m3 hai canh cia gdc vuéng I OA =3,

OB = 4. Trén dwdng théng gée véi mit AOB ké tir O, ta léay OC = 4,
1. Ching-t6 ring té-dign OABC cé cde canh d6i tryc-giao vé&i hau,
2. Tinh thé-tich va dién.tich todn-phin cia hinh ti¢.dién d6.

3, Trén doan OC, ta Izy mét diém M va d5t OM = «. Mist phéng di qua
M v3 song-song véi mit AOB cét hinh ti-dign theo hink tam-gisc MNP. Khio.sst
sy bién-thién cia dign-tich tam-gide MNP khi x thay déi. Dudng bidu-dién, J

14.  Cho mét tam.-gise déu ABC, canh I3
tam-gidc d6, ta ké duwong thing A ths

1 Trén A, ta I3y mét diém D. H3
gi vé td-dign ABDC ?

1. T tém O cia vong ngoai-tiép cda
ng gdc véi mit phdng ABC,

y tinh OD d& cho AD =1, C6 nhsn-xét

Sau ndy, ta gid-si- AD — 1

7
i
L
;

2. Trén canh AB, ta 13y mét diem M;

: trén canh AC, ta Igy mét diém N. Dyt
AM=x, AN=y, Mst phdng chira MN v3 song

-song v&i AD c3t CD vs BD & P, Qi

1
a) Gidsirx =y = 7 Ching.13 ring MNPQ /a"\m;‘it hinh vuéng.

b) Gidse x <. Ching-6 réng MNPQ [5 mét hinh thang can, Tink céc
canh va chigu cao cia nd theo x va y,

Tinh x vy d& cho chiéu cao d¢ béng s6 trung

-binh nhén cia  hai déy v

y—x=

I~

15,

Trong mgt mst phing P, cho mot pinp chi-nhst ABCD. Ta I3 4
thing gde véi mst ABCO. Gidas AS < A5 = g Ape Emanl

Tinh tri-s6 cia cée gée chS‘, C/BE.
2. Chirng-

t6 réng ndm diém A B, D,S ¢ & trén mét hink c3u.

'Tinﬁ khodnj‘ céch tor tam hinh c3y t&i m,

it P.
4. Goi E I3 mot diem & trén canh SA. Dit SE =x
- V@ song-song véi P cit SB, SC, SD & E, G, H, theo thi-typ,
~ gibc EFGH. . . ;

Mst phéng R di qua
Dinh hinh-tinh cia #

5. Coi hinh hop ding ms déy I3 EFGH,

3 dign-tich xung-quanh cia ;16]'13 Y =14x — el

chi&u cao I3 EA. Ching.ts ring
= s

: ‘hr-rlt_x_tﬂ‘_'dlo'y;%- ‘

Voo
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16. Trong m¢t mat phdng P, nguoi ta cho mét vong tron (C)- dvorng kinh
AB = 2R. V& doan AS thdng géc véi P. Trén (C), lay mét digm M. Dit
AS = h, PM = x.

1. Tinh thé-tich V cda hinh thé‘: SAMB theo R, h, x.
2. Chiéng-minh ring hai mjt phing SAM, SMB thing géc v&i nhau.

3. Qua A, ngudita vé mit phing Q thing gdc véi SM. Q c3t SM, SB ¢
M’, B’ theo thi-ty. Ching-to ring MB va M‘B’ song-song v&i nhau.

17. Cho mét dogn AB = a dyng trong mit phéng P. Ta vé dvéng thdng x’Ax
n3m trong P va thing géc véi AB ; va vé dudng thing y’By thing gde véi
P. Mt didm M lru-déng trén x’x. Mgt digm N lru-déng trén y'y. 3

1. Chiéng-té ring bén mjt cia té-dign ABMN I3 nhitng tam-gidc vudng gdc
va hinh c3u dwong kinh MN di qua hai diém c-dinh.

2. Cho MN = aV2.

a) Tim hé-thic giFa hai doan AM, BN.

b) Chikng-td ring tdng-sé binh-phuwong cée canh cda té-dign ABMN I3 héng-s6.

¢) Tim quy-tich cta dinh the tr cda hinh binh-hanh ma hai canh I3 MN, MA.

d) Chiéng-t3 ring gdc ctia hai duwdng MN, AB khéng thay ddi.

18. Cho hai mt phdng song-song P va P’, khodng céch I3 3 cm. Trong P, cé mét
tam-gidc vudng can AOB, canh huyén 13 AB =4 cm. Chiéu -thdna ba diém
A, O, B xuéng P’ thinh A, O B’

1. M I3 mgt diém bat-ky trén O'B’. Ching-té ring thd-tich V cta hinh thép
MAOB khéng phu-thugc vdo vi-trf cia M & trén O’B’. Tinh V. -

2. Ching-té rang A/O\M 13 mét gbc vuéng.
3. Ching-té rdng cé mét hinh ciu di qua séu diém A, O, B, A’, 0", B".
Dinh tam | va tinh bén-kinh R cta hinh cu dé.

4. Mzt phing AA‘OO* cit hinh cdu ndi trén theo mét vong (C), tém C, bén-
kinh r. Tinh r va doan IC.

19. Cho mot hinh vusng ABCD canh 13 AB = 2L, V& hinh tron tém O ndi-tiép
trong hinh vuéng dé. Néi B va C véi trung-diém S cia AD. Cho hinh vé
quay quanh tryc SO. SO c3t BC ¢ S
1. Dijnh hinh-tinh cta nhitng cb thé C1, Cy, C3, gdy b&i hinh vuéng, hinh
trdn va tam-gidc SBC theo thi-ty. -
2. Goi-P I3 mét mit phing théng géc voi doan S8’ tei mét diém 1 (dst
SI = x). P cjt C1, Ca, Cs theo ba hinh ma ta goi dién-tich 13 a, y. z theo thi-ty.
Tinh a, y, ztheo l v3 x. § : : P
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3. Tinh x d& cho y = =
4. Bién-thién cla y khi x bién-thién td O dén 21 Owong bidu-dién.

20. Cho mét hinh té-dien dsu ABCD, canh bing a.
1. Tinh chidu cao, dign-tich todn-ph3n va thé.tich cda hink d6.

2. Chiéng-td ring ta co the cit té-dign bing mot mit phing chi#a CD va
thdng gdc véi AB tai mot digm I. Tinh cdc canh, dign-tich cia tam-gidc ICD. Tink 5
cosin cla nia géc phdng coa nhj-dign AB. :

3. Trén dogn AB, ta lsy diém M vé dst AM = x. Tinh csc canh vi digndtich
S cta tam-gisc MCD.

4. Khdo-sét sy bién-thién va vé dwdng bidu-dién cia ham-sé y = 82,

21. Trong mét m3t phing P, cho mét hink vuéng ABCD, cenh a, tsm O. Trén
dudng thing géc véi mst P & D, ta lsy didm S sao cho SD = a. Coi khéi .
te-dign SABC.

1. Ching-t6 réng ba trong s6 bén mst bén cia kh6i d6 Is nhing tam.gide
vudng gdc. NGi t6 hinh-tinh cia mat the te. g

Ching-t6 ring AB va BS trire-giao véi  nhau.
2. Tinh dign-tich todn-phdn va tha.tich cga khéi te-dien SABC.

3 Qua AC, v& mjt phing thing géc véi BS. Mst dé cst BS & I Djnkh r6
vi-tri ctia | & trén BS. Tinh IC va 10. Tinh & do cga nhj-dién canh BS. ;

Mst phdng AIC cit khéi ti-dign SABC thanh hai khéi tir.dign nhd. Tinh thé.
tich cia méi khéi nhd d. \

22 Cho mét hinh-thsp SABCD. Déy 13 mot hink chi-nhat ABCD, AB = a,

BC =b. Chén H cia dwdng cao SH I3 trung-didm ctia canh CD. Cho SH — 2b.
Qua AB, cé mét mit phing lru-déng, mst d5 tao véi dsy met gde.x va cdt SC,
8D & P, Q. Qua PQ, v& mét myt phing song-song véi ddy, cit SA, SB ¢ M,

1. Tinh gde cia mit SAB v3 myt ddy, sai kém 1o, S

2. MNPQ I3 hinh gi ? Tink chuvi 2p cia MNPQ theo % Tinh x o
2 =32 + b ; LR S

3. Tink dignitich S1 cia MNPQ theo x. Tinh x 2 cho § = 2&.
4. Tinh dign-ich Sy cis ABPQ theo x. Tk S, kb x= 300 v& khi x=

23, Cho mét s vong-tron gidi-han boi dueong kink AB = 2R. Ve el tidpr
e AC, BD. Mot tifptuyén thebo CD too b1 AB mét gde Bing b

.




1. Chang.minh ring AC 4 DB = DC vi CA+ BD = R2% Tinh AC vé BD
theo R vh o, Bidu-thi AC va BD theo tq%-.

2. Cho hinh vé quay quanh tryc AB, ABDC tyo nén mot hinh nén eyt. Tinh
thé-tich V cda shinh d6 theo t = tg u. Khdo-sst sy bién-thién cia V. khi & thay ddi

0 <L u <-——-). Dijnh & d8 cho V = 10 n RS,

3. GCoi & I3 dtén tich xung-quanh va S I3 dign-tich todn-phin cia hink nén

s
cut néi trén. Tinh tl-s6 e theo m = cos 20, Bién-thién cda y khi % thay

doi (0 < a< 12‘-). Tinh & d& cho y = %

24.  Cho mpt nira vdng dudng kinh AB = 2R, Trén dudng kinh d6 kéo déi vé '
phia B, {8y mgt diém S rdi ké ST, tiép-xtc véinira véng tai T, Dt B/s\r = x,

1. Cho dopn ST vd cung TA quay trdn quanh AB. Tinh tdcg-s6 nhirng dl’n— '
tich sinh ra theo R v x,

2. Dinhx d&tdng-s6 ndi trén blng mnR2 (m 13 mt 56 dirong clm dn)v
Bign-lugn theo m.

Ap-dyng bdng s6 : m = 79 s

3. Hap TH thang géec véi AB. Tinh tl-s6 y==. %%’ “theo x. Blbu:thl y l/ldo

sin x = u.

Coi y. I8 mot hém-s6 cia u v cho x bién-thién tir O d!n -2- Bllndhll
cta y. Duwdng bidu.dikn,

"
i

25. Cho tam-gide vuéng géc ABC, AB =c, BC = a (conh huyén), CA = b.
Khi quay quanh CA, né tpo nénmét hinh nén. ‘

1. Tim tdm | va tinh bén.kinh r cda hinh ciu nOl-!le trong hinh ndn, v mp,
xtic v&i dby cba hinh nén,

2, Vbng tibp-xte cta hinh cdu va hinh nén cbiu Iﬂnh clu ldm hai cdu-déi. Tlnll g
tl-s6 dign-tich hai ciu-déi d6 theo a v ¢, rdi theo tg o (A’} =5)

3. Cpi P I3 mét mit di qua BC Hinh nén bj P cht theo mof mn-gllc BCB'

Dyt BB = 2x (0 < x < ¢) vd BCB’= 2u. Citra u va x c6 Illn'qum gl khéng |
Hinh cu bj P c8t theo mpt véng trdn tém 17, bén-kinh r. Tinh r theo x hay theo
(col a, b, ¢ nhw 18 s6 biét sbn rdi). Tinh theo x hay theo tg u tl—od dl'n-liah véag
va tam-giéc BCB’, A'p’dung b= 12,¢=5, x = 3,64cm,




BAI TOAN ON

Cho mét véng tron O, dwdng kinh AB = 2R. Goi ACI1A m t da
cung, AC nghiéng vé1 AB mot gée bing 300, Tiép-tuydn cia vap
trdn ké tir C cdt dwong AB kéo dai tai D. Cho hinh vé quay
xung-quanh AB, vdng trén sinh ra mét hinh cku va tam-gige
sinh ra mét ¢8-th& (S). ;

1. Tinh dién~tich ctia (S) theo R.

2. Trén doan AB, ta 18y mét ditm M,

Mat phing thing gée véi AB tai M et hinh cu Va (S) theo
- vong trdn (Cy) va (Cy) theo thir-tw, P4t AM — Rx. Tinh theo R va

- hiéu-s8 y cta dién-tich hai vong trdn néi trén. Ngwdi ta khong-y
Y am.. e

U]

£

§

|
“i,

£

§

b
.
o
i

3, Vé dwdng bitu-dién sw bi&n-thién clia y theo x. Tinh ' ew
dai elia y khi M hru-déng tir A d&n B, :

L it 4. Binhx d&cho y = nm2, Bién-
Her 2
Truwdong-hop m2 — &

luén theo m (m Ia modtdoan ch

BAI ClAI -
1. Dign.tich ciia c5.thé (s), - ‘

AC 1A canh cfia tam-gidc déy ndi-tiép tron

i g vong O, Khi hy
. thing g6c véi AB thi o'H=§=HB va CH=RV3 ",

ety /\ : —~ 2
. VioCD= 909 cho nén ODC— 300.
- Nher thé, ACD 13 tam.gi4c
© cln, tryc d8i-xéng 13 CHL
~ Knbi um-gifc ACD quay
_quanh tryc AB, n6 sinh ra mét
'.@rﬁ?e“,(s)_;gb:m'oﬁbai hinh nén
trdn xoay, dinh 13 A v3 D, bén-
clia déy chung 1A CH, trung..
ctia mét hinh

. ViBAC = 300 ta si{y.ré BOC = 600,




2. Higu-s8 y ctia dign-tich hai vong tron (Cq) va (Cy).
® M ¢ trén dogn AH. ; : , T

(OéAMé'AH ttrc OéRxé—azB By g é'xév%) :

DPudng thing géc véi AB k¢ tir M cit AC tgi L va dt ntra vbng
trdn tai J. Bin-kinh cfia hai vong (Cy), (Cy) a Mj, ML

Dxen-tich ciia vong (Cy) 13 :
Jy=nMP2 = nMA MB = aRx (2R Rx)
d'1._ m R2% (2—x)

Dién-tich ctia vong (C,) 13: -

Sy = n MI?2 — = (AM tg 300)2 = (Rx }/3_)2

pr R2x2
A

Trong trir&ng-hgrp ndy fy > b,

Ta suyray = Sy — S =nR% (2~ -'x)_ﬂRsx? o

_ 2aR% 3_ 2x) Vi Ty

® M ¢ trén dogn HB.

' ‘:_t( LM £ AB tic 43%"412;:-421% _hay

§ i \‘ RER

 Difo.ute ca voiis (h) viali: b
AR 0



Dién-tich ctia vong (C») 13

sz 3

=Tt D_—K/‘I]Z.

R2
R

Ta suy ra:

y=dcfh — d'1

n R? (2x — 3)2
5 3

3. Dudng bidu-didn clia ham-s5 y.

0'4 XA i
] 2
27R2 x (3 — 2x)

Y=

4x)

Am-s& y ttiet-tieu khi x —

Vikhlx—% s q“a mQt C\I'O-dal
31rR2

khi x _%. Lucdéy

Sy =« (ML})? = = (DM; tg 300)?

— x)2

Trong truwdng-hop nay fs > ofy.

il (3 —x)?—aR?x (2 —x)

= — (3R — Rx)?
3( )

Him-s8 trigt-tiéu khi x -

b-’tns—-—-khlx_z,qu

A

- Dud

cu'c-ti!u khi x__'..:_,v

e ; ba!u-dzé'n I3 cung. pa.rabolP‘ '
Kh! M-Iﬁ‘u-dwg*ﬁr A d&n B. nghia B khl x bién-thien

: 2 ;
tﬁ-q&lh 3 "R khi x —

el




4. Céich djnh x dé cho y = 7 m2.

Ta cit dwong bitu-dién bing dwdong thing nim ngang m3 phwong- ’
trinh 3 y = 7 m% Hoinh-d6 giao-di¥m, néu 6, I3 tri-s6 clia x mé taie
phii tim, -

Nhe d6-thi, ta dwoc cic thanh-tich m3 ta’ ghi ngay & bén c.@nh
hinh ve.

S0’ nghiém so

0 .
A I
—<0<.z=—4-_x

3TR?]
71[

2 :
0<x'<x”<-j- A
,z" 3473
et .
3

[REREKE X461

< ), ”
C z’-0 1}--}

Hinh 156

Khiy—=nm= % "R? thi ta thiy duong thing cit dwimg biu-
dien tai ba diem, hodnh-d4 cia diem thir ba I3 " = 2. D¥ tinh hal
hoanh-d6 kia, ta gxii phuwong-trinh : : 4

2 n R? R :
]

%3 2x)

4x® — 6x + | _—_”()
2 -—4 £ —."—'"_—‘




TOAN

Cho mét gée tam-dién Oxyz, méi mat 1a 60o, 7Trén Ox, Oy,
0z, ta 18y ditm A, B, C theo thuw-tw, vi dit OA = a, OB = b,
0C = e.

1. Tinh ba canh ciia tam-gige ABC.

2. Tim hé-thire gitra a,b, ¢ dé cho tam-gide ABC vudng gée
& A,

3. Chobidta va tang-sei b +e=s, haytinhb va e, bién
luén theo s. So-sénh b va ¢ véi a va 2a.

4. Gid-sir OA = OB = OC — a. Tinh khoéng cach tir 'O téi mat
ABC thé-tich ctia khdi OABC va tinh bén-kinh etia hinh cfu di qua
bdn ditm 0, A, B, C.

BAI GlAI
1. Céc canh cia tam.gisc ABC,

Trong tam-gidc AOB, ta biét hai canh OA — a, BO = b va gé¢c ké
OB 6. i,

Ta suy ra:

B?= OA? | OB? _20A. OB cos 600

AB’—a® 1 B _gb (cos 600 — ;_)

AB=V)a 1 p_ &
. Ttro;ng-txr, ta cﬁrqc: V
- BC= Vo ra g
CA= ym
2 Hs,thu-c giira a, b, ¢ khi BAC 900

it

Hink 157

; Dziu-kzgn t!tcd va d‘ti d& cho ‘tam-gi4c BAC vudng géc & Ali s
] BC? = AB? | Ac2
lw+a be = a® 4 B2 ¢+$
”’2§ —n(b+c)+bc

+c’_




Céch tinh b va c. .

Ta d3 biét b+c=s

Hé-thtrc & trén cho ta:
be =a(b+c)—2a%=as—2a®> — a (s — 2a)
Vi b va c1a 88 do clia hai doan, nén b. ¢ > 0, ta phal dit ngay
diéu-kién s > 2a.

Bai todn rit lai 13 tim hai s6 b vi ¢ biét tdng-s6 b + c—s vi
tich-s8 bc = a (s — 2a).

bvac 13 nhitng nghiém-s8, néu cb, clia pimo'ng-t.rinh sau nly :
Joy =xt ~sx Liai(s Tny= (M

Viéc bién-luin gom cb': viéc xét s kha htru nghiém-s& vé viéc
3y nhirng nghiém-s6 dwong (b va ¢ duong),

Ta cb A=s"’---4a(s—Za)=32—4as+8a_2
= (" — 4a* + 40%) + 4a® = (s — 20)? + 4>
Véi dang-thirc d6 clia A, ta biét ngay A > 0, viy phirong-trinh (0%
6 hai nghiém-s8 x’, x”’. V&is> 2a thi (1) cb hai bién-ddu, hai
nghiém-s§ cing dwong ci, { d7
Vigc so.sénh a va 2a véi x’, x'’
Tacs fl)=a*—as+as—2d8=—a®<0
Viy ¥ <agx’
Ta laich:
f (20) = 4a® — 2as + as — 2a*
=20 —as = a (2a _ s)
Vi s> 2a nén f (2a0) < 0, do d6:
X< 2y X
Tém lai : x'<a<2’a<x"




Tasuy rahodcBb<a<2a<c
hojcBec<a<2a<c

4. Tirdign déu OABC.

Khi OA = OB = OC = q, ba tam-
gidc OAB, OBC, OCA 13 ba tam-giic
déu, canh 1 a. Tam-gidic ABC ciing 13
tam-gidc déu, canh 13 a.

Nhw vdy, kh8i OABC i mot tir-
dién déu.,

O céch déu ba diém A, B, C nén O
nim trén truc HO clia vong ngoai-tiép
clia tam-giic déu ABC, H chinh 13 trong-
tidm vA tryc-tim cia ABC, Ta c6:

AB. Lt I g =oAL W3
2 3 3
Tam-gi4c vudng géc AOH cho ta:

OH? — OA? _ AH? — 2 _ 30" _ 62
g g

OH — av’6
3

D6 12 khoing cich tir O dén mjt ABC,
 Thé-tich cia hinh thip OABC 3
V=L @r_ Ll VI a6 _ayz
: 3 gy 3 2
 Gol ol tdm cia hinh ciu di qua bén didm O, A, B, C. o cich dbu
AB,C nén O nim trén tryc OH clia vong ABC. o cich déu A, O nén o
adm trén dudng trung-tryc cia dogn OA, vE trong mit phing AOH.
ong ndy cit QH‘t;i o Ding hai tam-gisc ddng-dang OJw vA OHA,
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a
. —_D
Do d6 : o 908" 17
OH a6
0L aVa_ 2 aVG
2}/6
Ché.y. So-sinh OH — a6 va Oo— a}f6 ta thiy:
Ow Ve
OH 4
TOAN 4

Cof hai mét phdng song-song P va Q. Mot dwdng thing L thing
gée véi P tai Hy véi Q tai K. Trong P, ta va mét dwong thing X di
qua H. Trong Q, ta vé mot dwong thing Y di qua K; Y. khong song-
song véi X. J

Trén X, ta 18y hai di¥m A, B, HA — HB — a.
Trén Y, ta 1&y hai di¥m C, D, KC — KD — b,

Goi O 12 mdt di¥m trén L, ta dinh chiu cho L ti¢ H dén K, Bit' ;
HK—h>OvﬁHO=x. ¥

1. Tinh OA, OB, OC, OD theo a, b, h, x.

2. Dinh x d& cho O Ia tAm ciia hinh e#iu di qua 4 di¥m A, B, c,n.‘ '
Tam d6 e6 thE 1a H, 1a K, hay la trung-além clia HK khéng ?

3. Gidsir a =b v X, Y trwe-giao véi nhau, So-sénh bén mit

chia khdi tir~-dién ABCD. Tinh dién-tich xung quanh va th&-tlch eﬁl. o
'khdi d6 theo a va h.

BAI clA/

1. Tri:s6 ciia OA, OB, OC, OD. : R

Di¥m O nim trén trung-tryc L cfia doan AB nén OA — OB,

oy
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Tem-gi4c vudng géc AHO cho ta:
OA? — HA?2 { OH2 = &2 + ¥*
OA = OB =Va?  x2

Twong-tyr, tam-giic vudng géc OKD
cho ta:

D? — OK? + KD? — (k — x)? 4 B?
(OK—HK - HO — h - 3)
OD = OC =V(h _ x® + b?

2. Tam hinh ciu qua A, B, C, D.
Ta di c6 OA — OB, OC — OD.

Hinh 159

Didu-kién dt c6 va di & cho O 13 tAm ctia hinh ciu di qua A, B, C,D
13 0A = OC tirc 12 OA2 — OC2.

hay ?+a=(h— x4 82
! 2 2
Suy ra: e bl a2

: 2h

Néu O tring véi H thi HO — x — 0 va ddo lai, ltc 86 :
f Bi_a_g

_hay Iy = a? 2

;"I'rong trdng-hop d9, ta phii c6 b <a.

 —NéuOtring voi K thi HO — HK tioBx = hva dio laiy
nshiali' L

B4p_g?
B ,
Suy ra h2— b2 _ 42 I
' Trong- tnrbng-hqp ‘ndy, ta pbii 96
a < b
Néuo litrung-di!m aiaKH thi
s
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Suyra h% 4 b%2_ a2 — |2
‘Mubn thg, ta plll By a — b,

3. Khao-sat céc mat caa tir-dign ABCD.

Khi a = b thi HA = HB — KC — KD, HK B truc dé’t-xu'ng ctia’
tir-dign ABCD. Ta suy ra CA — BD, DA — CB.

AB thing géc véi KH va trcgiao véi CD nén AB thing géc
véi mit HCD. M3t HCD 12 mjt trung-triec ciia doan AB, N6 13 mét
mit ddi-xirng clia tir-dién ABCD. Ta suy ra CA = CB va DA = DB.

Tém 13i,tac6 CA = CB — DA — DB.

Nhu vay, bén m3t cia khdi ABCD 13 nhitng tam-giic cin :

CAB (dinh C), DAB (dinh D), ACD (dinh A), BCD (dinh B).

Hon nita, AB = CD theo gii-thiét, nén ta néi thém dwoc ring
b8n tam-gidc cin néi trén bing nhau ci.

Dién-tich cia khdi ABCD.

Vi bén mijt bing nhau nén ta tinh dién-tich mét mit, thi-dy nhtr
ADC. Diy cia ACD 12 CD = 2a. Chiéu cao 13 AK. Ding tam-giic
vudng géc AKH thi c6:

AK? — AH? + HK? = h? 4 o2
AK — VR & o

Viy d:(Acn)_—_.;_CD.M;=a;/hz+a2

Dién-tich todn-phin S ciia khéi ABCD 12 :

d=4a}/ilé_+;i‘ R

Thé-tich cia khdi ABCD-

Ta tinh thé-tich ciia khéi AHCD r6inhin d6i, s& diroc the-tich cv
cia kh8i ABCD.

Khéi thip AHCD cb chi!umliAH:dvi diy 13 HCD.
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| 172
| W (AHCD) = | Am . dt (HCD)
&1 2
i I I
| =_fa.(_*HK.CD)
| 3 2
1 3 2
Y — la.h.Zazg
; 6 3
[ : 2
‘ Dods Y (ABCD)— 2‘;*‘.
I
i‘ TOAN

Cho mét nia véng tron dwdng kinh AOB — 2R. K& ba da
cung lién-ti€p AD, DC, CB, mdi cung bing 600, K& doan AS =
thdng gée véimat phing = cia vdng tron,

L
Gh
}

1. Tinh s8do ede gée SDB ., SCB,

2. Binh tam va ban-kinh etia hinh ciiu di qua5 diém s,
3.

A,D,C,B
Binh ré thigt-dién cda hinh ciu néi trén béi mat phing

4. Mdt mit phéng song-song vé1 mat SAB et hinh thap
ASAD”CB theo hinh MNPQ (M,N,P,Q & trén AD, SD, SC, CB theo the-
: tw), Tinh y = MN2 + NP2 | PQ2 theo AM — X. Bi&n-thién ciia y khi

0L x ZR (khbgg ciin vé duwdng bigu-dién).
o B Gl
1ss i Q&QB;'SEE- 5 e
KD, 8 SR e pn i e, 28 A g g

: Haigé\c ADB, ACB ndi-tiép trong nira vong dudng kinh AB,

=2
g
B

%

DB thing gbc v61 AD, tryc-gizo véi S
canh thé ba ciia tam-gidc SAD, 0
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Nhw the thi SDB 900. S

: ~~
Twong-tiy, ta cb SCB = 9(o,

2 Hinh ciu . qua nam diém
S, A, D, C B.

T

A
‘\\\\\‘

Nim ditm néi trén khéng cing &
trong mdt mit phing,

Ba di¢ém A, D, C cing nhin doan i 8

N TN

SB duéi mét géc. vudng (SAB — SDB
— SCD — 900) nth b it & ciing

& trén hinh ciu (£) m2 dudng kinh 1 iR
SB, tdm 13 trung-di¥m ciia SB, iy 1o

Tam-gi4c vudng géc SAB cho ta :
SB? = SA? | AB? — R? + 4R? — 5R2?
SB=R V5 - '
Bin-kinh ciia hinh ciu (%) 2 R_z"L'
Ta nén nhin-xét ring véﬁé O va di®m S (& ngodi mit = ciia vong
O) dit dinh r5 hinh ciu, ;
3. Thigtdién ciia hinh cdu.

Mt phing SAD¢6 ba di¥m S, A, D & trén hinh clu (), viy n6 cit
hinh ciu d6 theo vdng trdn qua ba di¥m S, A, D. Thé ma tam-gifc
SAD 13 tam-giic vuéng cin, dinh 13 A, Vi thé, vong tron SAD cbé dtfogg_
kinh 13 SD — SAV2 —RV2. 8 g

-4. Thigt-dign MNPQ.

ng song- AB. (T) cit finh thip
i 12 m6t m3it phing song-song véi mit S
SAD(C:;; t:x?o hinh tir-gidc MNPQ. Ta biét ring néu mdt mit phing cit
 hai mjit phing song-song thi hai giao-tuyén song-song véi nhau,

g



174

Vi thé: MN Song-song véi AS.
PQ song-song vé&i SB.

MQ song-song vé&i AB.

Pudng DC song-song v&i AB, nén song-song véi mdt SAB va mjt
(T). M3t SDC chira DC va cit (T) theo dudng NP cho nén NP song-
song véi DC (va MQ). Tam-gisc DMN dong-dang véi tam-gisc DAS,
'Thé ma DAS 13 tam-gi4c vudng cin (dinh A), nén DMN ciing 13 tam-gide

ivudng can (dinh M),

i
:
:
)

Ta suy ra Ml‘f:MDéAD-A_M:R—x
Hai tam-gi4c déng-dang SNP, SDC cho ta:
NP SNp AN g
DESSD\T AD ™ R
Do 46 NP_pc X _ p*
R R

Hai tam-giic dong-dang CPQ, CSB cho ta:
: p‘Q_.C—Q("KDﬁM_R—x o
SB cB\" DA~ R

Dodsé PQ=sB RT_’:RVER‘*
Yy oy ey pe
b =(R—x)"+xﬂ-‘ps(xz_x){
=6R—x24a2 °
Y =172 _12Rx 4 6R?

12 mdt ham-s5 bic hal ciax. O day ta chi cho x by

=R—x) v’§

y

én-thien

i i
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1
Bdng bién-thién ; ; ’ :
ey 97_R R
Y - 0 4
y | 6R? N 9_172_‘ A R? i '
6R? )

Khi x bién-thién tir 0 dén 6—1; » thi y nghich-bién tir 6R? dén-—7—.

2
Khi x = —-6;—2« » ¥ qua mdt cye-ti®u ma trj-s§ 12 él—;— y

2
Khi x bién-thién tir 975 dén R thi y ddng-bifn tir 3;3. dén R,

(N&u phai vé duwdng bidu-dién thi ta c6 mot cung parabol).

TOAN %

Cho m{t hinh thép SAMB, SA théng géc véi ddy AMB, Tam-~gide
AMB vudng gée tal M, Ha AH théng gée vél SM ; va AK thdng gée |
véi SB. 1

1. Tinh 88 do ctia nhj-dién (A, SM, B),
2. Tim mdt géc phéng clia nhi-dién (M, SB, A). ! ’
3. Ching~td rdng nim di¥m A, M, B, H, K & trén mét hinh ciu,

4. Tim vdng twong-giao ciia hal hinh citu dwb'na kinh SA va
dwdng kinh AB, i

5. Dat BAM = a, AKR = b,

Chirng-t3 ring tga . tgb = -s—:. Glé-si trong hinh thdp SAMB,
A, B, S c¢8-djnh, M lwu~ddng trong mit P thédng gdo vél SA tal A va
AMB = 900, B’t —-E = kj tinh a 48 oho a=Dbh hoio dh eho a =2b,

BAl GIAI

1. $& do clie nhldl’q (A, SM, B), ‘ ) v
SA thing géc véi mit ABM nén SA tryc-giao véi MB,
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MB thing géc véi AM (theo S
gid-thi€t) va tree-giao véi SA, nén y
MB thing géc véi mit phing SAM.

Thé mia m4it SMB chira MB,
nén mit SMB thing géc véi mit
SAM (m3t thir nhit chira duwdng
MB, thing géc véi mit thir nhi).

N6i khac di,-nhi-dién (A, SM,
B) 13 nhi-dién vudng gée. ; Hinh 162

Tir dim A, néu ta ha AH thang géc v&i SM thi AH thﬁng géc‘
véi mit SMB. Do d6, AH thing géc v&i HB, HK va trye-giao véi SB.

2. “Géc phang ciia nhj-dign (M, SB, A).
Nhi-dién (M, SB, A) c6 hai m3t 13 SBA vi SBM.

Ta d3 biét KA nim trong mit thir nhit va thing géc véi canh S
ctia nhi-dién. Ta hiy xét xem KH cb thdng géc véi canh SB khéng.

SB thing géc véi AK va tryrc-giao véi AH nén SB thing géc
KH, canh thér ba clia tam-gisc AKH,

Ta két-luin ring AKH 1 mét géc phing ciia nhi-dién (M, SB, A)

3. Hinh cdu qua nam diém A, M, B, H. K.

Nim di¥m néi trén khéng & trén mat mjt phing..

Theo gia-tlnét, ta c6 AMB — = 900, ARB — 900, Ngoéi ra, ta bi
thém ring AHB = 900.

Ba di¥m K, H, M cting nhin doan AB du-éri mét géc vuéng.
ching & trén hinh ciu dubng kinh AB

4. Véng hro'ng—glao cia hai hinh ciu &r&ng l:fnh AS, AB.
Ba di%m A, H, K & trén hinh ciu () dudng kfnh AB,

; Ngoai ra, H, K nhin doan AS. du'b'l mét g6c vubng, vgy HK 6' -
hinh ciu (zz) du'brng kinh AS
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Hai hinh ciu (2), (2;) c6 ba didm chung A, H,K nén ching cbé
mot vong tron chung, DS 1A vong qua ba ditm A, H, K. Vong niy c6
dwong kinh 13 AK va ndm trong m3t phing thing géc véi SB tai K.

5. Hé-thirc giira tg a va ig b.

Trong hai tam-gidc vudng géc AHK vi AMB, ta c6:.

tg b= ﬂ tga= E
HK AM A
AH WMB o v
Suy ra tga. bl e o
. Sl
Nhurng nh¢ hai tam-gidc vudng géc ddng-dang SAH, SMA, ta c6:
AH  SsH :
AM  SsA

Va nhé hai tam-gidc vudng géc ddng-dang SHK, SBM, ta cb:
MB  SB
HK SH
Nhuwr thé thi:
tga,.tgb:ilfx—@:ﬁi—xﬂg
HK =~ AM AM '~ HK
SA SH SA

Cach tinh a khi a = b. ) :
Khi a = b thi hé-thirc tg a.tg b = k trd thinh tg2a=k.

a 12 mét géc nhon, tg }zphii dwong, ta ldy tg a = v’l?, Bai todn c6
mét nghidm-s8. ' ; i

(Ta nhin-xét ring k =‘JT§_§ > 1. Vaytga =FV'kf> | tiec 13 a> _’4.‘_)
Céch tinh a khi a= b, o
Khi = 2b thi hé-thirc tg a . tg b = k trd thinh tgb. tg 25 = k.
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21gd
., S Y T e
Thé ma tg 2b S
Sl
1 —tg%

2 tg% = k —ktg?
(k + 2) tg% =k (ta bidt trwdc k> 1)
k
tg?h —
L k2
Do d6: i ok
o SPaVeE S

b 13 g6c nhon, a ciing 13 géc nhon. Théméb;_:%, nén b <
trc tgb < 1.
Ta biét chic-chin ring —k— <l
k+2
Vith€tris8  tgb— \/_"_2 thich-hop véi bal todn.

k+
Biét b thi ta suy ra géc a, bdi vi a — 26,

TOAN

Cho mét hinh ciu t&m O, bén-kinh R. Goi AB 1A mdt di
kinh. Trén OA, 1y mdt di¥m H. OH = h < R. Budng thing gée
AB ké tir H cdt hinh ellu & C va D. Qua CD, ¢6 mdt mat phd
lwu-ddng Q;. Mat phing Q; va mit phdng ABCD lam thanh mét nl
dign masSdo A« (0 < a < 900, A :

: 1. Q et hinh cliu theo mdt vdng trdn (S). Tinhbin- D
_clia (Sy theo R, h va a. Goi Q; 12 mit phing chwa CD va
9% V61 Q. Q, ct hinh clu theo vdng trdn (S;). Tinh bén-kinh
ola S) theo R, hvda, !
(Nén ciit l.,nn'hljeiu bing mat hhlnh,ehlh’ AB A
hing. ABEDS - i ool :
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24 ’Chl'rng-tb réng tdng-s§ dign-tich clia (S;) va Sy 12 mot
hiing-s8, khi h khéng dbf va « thay dbi, Tinh « d8 cho tich-s§ hai
di¢gn-tich eta (Sy) va (S, cwe-dali,

S e T ot R S R e

> I va a thay dl, khi ndo thi tich-s8 hai dién-tich eta (5;) va
(Sy) 16n nhét ? Tri-s8 cwe-dai dé 1A bao nhidu ?

BAI  GIAI
1. Bén-kinh ciia (Sy) va (Sy).

Khi ta cit hinh ciu v hai m3t phing Q;, Q, bing mit phing chéa
AB va thing géc véi mit ABCD thi vét clia hinh ciu,cia, Q; va Q,
trén mit 46 13 ;

— Mbt vong trdn 16n dudng kinh AOB — 2R (h. 163). |

— Mot dudng thing PQ ; trén d6, doan PQ 12 dudng kinh cia.
vong (Sy). /

— Mot dudng thing MN; trén d6, doan MN 12 dudng kinh cta
vong (S,).

Dudng CHD thing gbéc véi mit t& gidy, vét cha duwdng 46 13,
diém H,

Hinh 163 ‘  Hnh 164 S o
Géc OHP 13 géc phing cia nhi-dién nhon hop bdi hai mit ABCD
va Q. Vay OHP = «. ; ' ! ‘._;:.f;
Géc NHP I géc phing ciia nhj-dién vudng géc (Qq; Qy); vi thé,\‘ o
NHQ = 90° vA OHN = 90° — a. :
Ha OJ thing géc véi PQ, va OI thing géc véi MN,
Bén-kinh cfia vong (S;) va (S,) lin-lwot 12 JP va IN.
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H Hai tam-gidc vudng géc OTH, OHI cho ta ¢
i Q) = OH sin & = hsin a
J OI == OH cos = = hcos &

Suy ra: ¢
JP? = OP2 — 0)% = R? — h? sin? «
IN? = OH? — OI? = R?* — h%cos?a

Va =VR? Z 1% cos? «
IN =/R? — h? cos® «

9. Tdng-s5 dign-tich ciia (S) va (So).
| Dién-tich ctia (Sy) va (Sy) 1a:
Sy = (R? — K sin? a)
J? = n (R — h? cos? o)
Suy ra :
1+ Sy = 7 2R? — h? sin? a — h? cos? o)
= n [2R?* — 2 (sin? « .+ cos? )]
y = a (2R _ hz)
Tong-s8 46 khdng phyu-thugc véo o.
Tich-s8 hai dién-tich néi trén 13 d’, X Sy

Tang-sfi J1 + Sy 12 hing-sé, nén tich-s§ cye-dai khi ma
: Si=cfy
tirc 1 n(R"—h”sin’a)=n(R2-h“oosa)
R2 _ p? ;in2 a =R? _ h2cos? o

sin? @ = cos? «

‘@ 12 géc nhon, sin va cosin d!u du'qng ; do d6, ta lfy cin du'q;s
nhtr sau ¢ 3 A

: sina—eosa HERGT &
D sin a ] TR
St¥iira ¢, cs =] h i
uy i =Ytsﬂ=l vi 10 e 450 Rt




3. Tichs6 dintich coe Sva (5. :
Tadicst fy=n (R?_ A2 gin? ﬂ.‘)-

S =n (R’—k’eos’a)
Do d6: 5

d1.dz=’l=[(Rz-—h’ﬁn’¢) CR’;h’cos’q)]

=ﬂ3[R‘—h’R’+h‘sin’¢bos’¢]
= [R* — 1 (R? — 4% sin? @ cos? a)] _
Tabiitringh(R,slqu(l,msa(ln&n: ; \-"-
R _Rsinlacosa>0
Dods R (R — sin?a cos?a) > 0
Muﬁndmdlxd,e\ro-dgi,uphiithuxépdm:-
R‘—h"(R’—h’sLn’aoos’a)qw-dai
: S0P
Mudn thé, ta By ll=.0 7 A
Lic 46  cf;. = n?R4,

Hai mjt phing Q; v2 Q; déu qua O; (S;) va (Sy) lic " ndo ciing
hai vong Ién b&t—ebita"lébao_gbias. ,' :

Vs
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Biis68 :  Dwing thing vd mit phing thing gbe
— Bai tép (tr 8.1. dén 8.3.)
— Toén (1)

Biiss 9 : Dogn. thidng géc va doan xién : SR
— Bi tgp (tr 9.1. dén 9.G) i
— Toén (1) :

Biis610: || Gée nhi.dign b
—  Bai tép (t&r 10.1. dén 10.4.) : P
— ' Toén (1)

Baisé 11 : = Mat phing thing géc
— Baitip (0 1.1 d&n 1.5) iy
— Toén (1) fo '." N

Bsiss 12: Sy chibu mgt dwdng thing g
— 'Bii thp (1 12.1. d¥n 12.6,) i
— Toén (1),

Bisiss 13: Géc cﬁa mét dwdng thdng vd mot mat phing
— Bl tip (0 Bl dén 13.4.) £
— Toﬁn (1) At K

Bai s6°14 : Phép ﬂGi,xu-ng e ".,\:
— Bsi'tsp (ttr 14.1. dén 14. 5}
— Toén (2)

Biis615: Minh lngtry

O 15.3.)
" Toén (1) 3

b}
/

Bais6.16 Hinh th Al

. ‘Bil"sd-‘ 17:




Hinh try v@ hinh nén
1. Dijnh-nghia
2. Dign-tich xung-quanh

3, Thétich
— Baitsp (tir 18.1. dén 18.25.)

— Toén (2)

-,

Bsis6 19 :  Hinh cdu
Dinh-nghia
Tiép-tuyén — Mit phéng tiép-xic

1
2,
3. Sy trong-giao clia mjt hinh cdu vd mpt mit phdng
4. Vong tron vé trén hinh c3u i
5, Céch dinh mét hink ciu
6. St trong-giao cia hai hinh cdu
7. Mat try va mdt nén ti;!p-xﬁc véi mét hinh cdu
8. Dign-tich hinh ciu :
9.‘_' The.tich hinh-clu
~ — Biitsp (12 19-1. dén 19. 8.)
— Toén (2)
" @ Baitép 6n
® Bii todn 6n (6) e ;

‘J/n m R ‘n'l;“, DU’O‘
Thye-bién bing méy offe
.‘. % D«‘fe’qu“ «HEIDE %
Gty phép 6 4397 | BTLC



BUG. - LANG XUAT - BAN

/ | i
— BQ TOAN ,TRUNG < HQC _ . . A
va TU-TAI A8 Do e
% cla NGUYEN VAN PHU .
NGUYEN T4 g : %
GIANG - NGOC HUY : o
NGUYEN NGOC | LU"U

— BO LY - HOA TRUNG - HOC
va TU - TAL A,
ctia - TRUPO'NG "BINH NGUP :
BINH CONG HOAT :
YO MAU Liv’
NGUYEN, NGOC LAM
VO Qulc Oal

. — BO VAN - VAT TRUNG - HQC
S va TU - TAI A, B
ey cta NGO DINH HOAN B

Sl LE DUY NGHIEP
NGUYEN LAP THOA
o PHAM VAN QUY

" TRAN VAN HOANH

— BO CONG - DAN- TRUNG - HOC
va TU - TAI A, B, C, D

cia PHAM TAN HOA

BUI TRONG CHUONG

— BO sU - BIA TRUNG - Hoc &
va TO - TAI A, B, C, D ,
cla PO QUANG CHINH Lo
TRU‘O‘NG NGOC PHU o

=B VAN:- PHAM ANH NGO

cia HOANG CHAU

NGUYEN HUU QUYEN"
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